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Adnotatìo L ad Cap. IV. SeB. 1. Voi. 1. 

Dcttrminatio con/iéintis finitac in aequatkne 

fr^ =Conft. + ll2 + lz,&& 
J 1 z 

pofìto quod integrale anriìbiletur ' quando z S3 o J 




D $. 2ip. docet Au£lor integrationes prò variis: 

X " "" ' dn 
cafibus formulae difFertntialis -r-r-r — , in quibas n eft nu- 

— T — ^ > 

„ quae pofito n^:=zZy ob ^'""•' i/«=s — dzySclpt =r — /» 

f— , cuius in* 
Iz 

yy tegrale fi a^igiaari poifet, ampllflìmum ufum in Analyfi 

yy eflec aliataruoi) verum nuilis adhac artificiis nequé per lo- 

A garithmas 



>. § 



^atithmos • n^qac per angulos exhiberi potuit ^ . Qupmodo 
autem per feriem exprimi poffit infra oftendit ( §. 228. ). 

Subditvero. „Videtur ergo haec formula/ — fingularem fpe- 

„ ciem funftionum tranfcendentium fuppeditare ,- quae utìque 
,, accuratiorem evt)lutionem merecur. Èadem aatem quanticas 
yy tranfcendens ia integrar ioni bus formalarum exponentialium 
5, frequenter occurrit, quas in hoc capite traèlare inftituimus, 
jy propterea quod cum logarithmis. tam ar6le cohaeret, uc 
aiterum genus facile in alterum converti poffit : veluti ipfa 

,, formula; modo coafidcraia — pofito /^=:^, ut fit»=tf* 

M X W J^ 

„ & diiss e" àx tmasfbfmattìr in ba&c «rpooentialem , 

„ cuius ergo integràtio àéque eft abfcondita ^^ . 
Citato vero §• 228. docet efiè 

J X I 2 1.2 3 1.2*3 4 1*2. 3.4 

atque bine 

J l» . I 2 1.2 3 1.2.3 4 i'2«3'4 

-: deifide fubdit „ quqd integrale fi debeait evanefcere fumpto 
a = o conftans C fit itìfinita unde prò reliquis cafibus ni- 
„ hil concludi poteft . Idem incommodum locum. habet , fi 
, evanefcens reddamus cafu a=i quia //assss/o fit iofini- 
„ tum. Gaeterutn patet fi integrale fit reale prò valoribus 
„ ipfins z umtate mìnoribus, ubi /a eft hegativusj t»im prò 
„ valoribus unitate maìoribus fieri imaginarium, & vicifliai. 
„ Hinc ergo ( nirfin coneludit ) natura iiuiuj fimaionis tran- 
„ ,. fcendentis parum cognofcitur " . ^ 

'■ Quoniam ita fortaflè impoffibile eft exhibere integrale 

/ — per logarithnu» aat per angulos, uti impoffibile eft ex- 
J Iz ^ hibere 



hibere integrale y — per funftionem algebraicatn ; itide 'di- 



/ 






— fingularem fpeciem funftio- 

num tranifòeadentium fuppeditare, quae accuratiorem évólutio- 

/dz 
-^ fatis 
z 

cognofci cenfetur, quia lìcetoon poflic exprimi per fònélioDeoi 

fjnitam algebraicam^ tamen exprimitur per ferierQ> cuius funi- 

ma eft logarithmus z ; quae feties talis cft ^ ut fiius conftaos 

prò cafu % = I poflic determinari , & quae fi ipfa coovergens 

non* fit prò aliquibus vakiribus ìpfius z^ tanien poffit inaiiasr 

convergentes traQsfpimari , & quae ckmum ^xhibeat valores 

reales, quotlefcumque tales valores competere debent formulae 

/dz 
— • Eodcm ergo modo etiara funftio trarrfcendem, 
z ' • . . 

f 

quae oritur ex hàc formula / — fàtis cx>gQor€Ì ceiiimdà érit, 

*^ Iz 

fi per feries (àltem infinitas exhibeatur, quarum fumma novo 

nomine ^ fi cui libueric erit appeilanda y prout novum eft 

etiam geous tranfcepdentiae ; quae feries . tales ftnt ^ ut coo^ 

ftantes per integratiónem iugreffàe poifint determioari prò cafu 

« = I , aut prò cafu % =: o , & quarum faltem aliqua fèmper 

convdrgens fit prò qtiocum^que valore Iz^ &; q^ae ;demuai ex* 

hibeant valores reales , quotiefcumque tales valores competere 

/dz 
— . Nihil enim aliud requiri pò- 
wZ 

teft, quando, ipfa formula per terminos fioitos integrari ne- 
queat ob novum tranfcendentlae genus. Simul ac vero haec 
omnia, quae commemorata funt, praefrita fuerint, tunc cenfe- 

.kimus afligaatum^effe integrale huius formulae A — quod col- 

A 2* locari 



4 

• 

locari potcrit fi libeàt fub novo fymbolo tranfceodeatiae , fub 
quo fi adhìbeatur non minus ^ac funfliones circulares , & lo^ 
garithmi, ampliflìmum ufum in Analyfi' erit allaturum. 

lam vero quemadmodum integrale formulae / — efl lo- 

garithmus ìpf^us ss; ita integrale formulae / ~^ quod Eale- 

ro videtur tranfcendens novi generis, appeiletur (i libet hy- 
perlogarithmus ipfius %. Nos huiufmodi hyperiogarithmuni , 
leu fi novum nomea ofTenderit, nos huiufmodi integrale for^» 

— ita affignabimus per varias feries , ut primo eoa* 

flans prò his feriebus aflfignari pofTit prò cafu %s:o. Secuodo 
ut aliqua ex his feriebus fatis convergens fit prò quocumque 
valore 1%. T/ertio ut hae feries exhibeant valores reales prò 
quocumque valore reali 1% ^ ac proinde prò quocumque valore 

reali fotmxxXzt J y- • Quibus rebus tota huius fanftionis àì^ 

ftritìaabfolvetur* 

Ac primo determinabimus ■ valorem realem finitum C 
prò duabus aequationibus Euleri (i) & (2), fi int^rale de^ 
beat evanefcere furapto % = o (*) . 



f »"! 



Sit C CTS £ +. log. — F; fit vero A ap E + log; F^ erit 



f 
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(*) Valorem huius cooftantis finiram effe debere iam xlemdiidraverat egre- 
gìus iuvenis Thomas Rotfi , qui Mathefim , ,& Philofopliiafii eublice 
reperir in R. Ticineofi Archigymnafio , & in R. Ghisleriorum Coli. 
Suam demonftratioDem Hniul cam aliis eleganribus aaioiadverfioarbus 
circa Ì10C ìnregrale mihi , duzn haec praelo maudabantur , humaDJter 
communicavir • Cum tameo ipfe cooAaptem miofine determiDaveric j 
ìd a oobis efficietur* 
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— = E 4- / — F + //a5 + /« 4- — ^*^ + - — ^ + &c. 

* « 2 2 . 3 2. 3 

2 2 . 3 2*3 

2 2 3 2.3 

Modo CUOI fu /--—-_ 4. A-4-; r77-^==7rr- 

habebimus 

r~=^T~ + TTT" + * 7rT~ + 2.3 TT-T" +2.3.4 rr-r T &C 

/« /a (/z)» (/«)J (/«)* (^«)* 

2.2 2.3.3 2-3-4-4 

Facile autem apparet fèriei (3) nuUam conitantem addendaoi 

effe pofito quod e0è debeat y— = o quando a: s=s o . 

lana vero cuni prò quocumque cafu « < i quantltas 

/ — Ix habeat fuum valorem realem ; ipfa hjibebit hunc va- 

lorem a cafu «=30 ufque ad cafum as=s tf""*, fumpta prò 

e bali logarithmica hyperbolica . Sed in cafu « = ^ "~ * , 
^« -= — I ; l — /« as: o , ac proinde 

A — i+-i — !— + _! L_.^_4.&c .... 

.2.2 2.3.3 2.34.4 2.3.4.5.5 

=^'~*(— i4*i — 1.24-1.2.3 — 1.2.3.4 4- 1.2.34.5. — &C.».). 

Sit funama feriei - 1 4 "— 4 : &c=:-L 

r 2.2 2.3.3 2.3.4.4 

iumnia feriei i — 1.2 4* 1.2.3 -* i'2. 3.4 4- &c. as M; 

habebitur A4-tf~»-L=ff ~» M; A=L4-<?~* (M-i). 

Euleru? auten in Calculo Diff. Part. Poli. Gap. I. §. io. afferlt 

fé in- 



• \ 



fé inveniflc M = ©, 403^524077 fine errore in ipfa ulti- 
ma cyphra j facile vero invenìtur effe L = o , 796^99 
^99^^97 053^34 283... Quare cum fic r = 2, 718281 
82845P 045235...; erit A = o, 577215 5802... 

Revera tamen oftendemus effe A = o, 5 77 215 66^9 . . . , 
cum error obrepferit ob errorem in ultimis aliquot cyphris 
numeri o, 403^524077 • 

lam mani felle liquet quod cum duae feries (3) & (4) 

.. . d% 

habeant idem differentiaie -— ; & cum per valorem inventum 

/^ 

A = o , 5772 15... aequentur inter fé prò cafu % = ^ "" ■ , 

aequales erunc etiam prò quocumque alio valore % a cafu 

%zz:e^^ ufque ad cafum «=:o. Quare cum in cafu «=:o 

annihiletur leries (3), ahnihilabitur etiam ipfi aequalis (4). 

Cum vero fit A == E -f- / F ; C = E +/ — F; erit conftans 

Euleri C = A — /F + / — F=:A+/— i. 

Non erit abs re invenire eundem valorem A = o , 
57721 5. ••• etiam alia via, unde habebitur modus corrigendi 
errores illos in cyphris ultimis fupra notatos; idque eo ma* 
gis praeftare iuvabit cum numerus o, 577215 664901 532... 
qui prodit prò valore A fit aliunde cognitus in Analyfi , 
qui vix haberetur ad plures cyphras ope fummationis feriei 
I — 1,2 + i*2r3 — ^ 1-2.3.4 -f- &c.... per methodos communes . 

Pofito %=ze^ ; lz=: X ; dz=:e''' dx habetur 

J 1% J 9C ^ 9C 2 2-3 2.3.4 

=A-f-/— x + x-l- 1 -^ I-&C. ... (5) 

, J.2 2.3.3 2.3.4-4 

ubi negotlum non faceflat terminus / — m loco /«; tum quia 
uterque habetur eodeni iure per in^egrationem ' formulaè diffe- 

rentialis -^= : tum quia ipfò terminus /x abit ììì4-x 

X X 

per mutationem condantis A uti fupra vidimu^. Habetur item* 



e 



dx 



-^r: -^ +/ — -= — 4-/ —e i+r-H — ^ — +&C...) 

^ X 2 2.2.3 2.3.34 

ubi B efl alia conftaos ìngreflà ^per integrationem • Defii^itur 
autem ea condans refpeélu A hoc modo. Evoivatur terminus 

, qui reperitur in hac ultima ferie psr valorem ^* =: 

■« - M s 

I + X -] 1- &C. Habebitur in ferie inde enafcente terminus 

2 

^ conftans r • Caeteri omnes termini numero infiniti afficientur 

variabili « • Erit ergo addendo hunc terminum conftantem 

= B4-i+Q.+ ^— ^; ubiQ includit omnes 

terminos algebralcos continentes x tam natos est evoiutione 
— , quam pofitos ante & poft / — x in fèrie (6) . Includen- 

9C 

do autem in P terminos omnes algebraicos pcfitos in ferie 
(3) poi! / — x,debet eflcB + i+Q+/-x--=A + /-x>P, 
Cum ergo Q debeat idem effe cum P, cura fint feries earun- 
dem poteftatum ipfius x; erit B+2=A ; B = A — 2. 



--^ = — + — +2/ ——= — + — 

X X x^ J x\ X x^ 



Eft 






12 M X^ 

f-/ — « + V h &c..tt(7) ubi item- C eft 

x^ X 3 2.34 

alia conftans ingreifa per integrationem..^ Determinatur autem 
C refpe£lu B hoc modo. Cum debeat eflè ((^) = (7); ac 

proinde 



8 
proinde B -- i;. + /-« + f + £^ + &c.;. = ^ + C 

_JL_JL4./_„+ÌÌ4.-!^ +&C.. ; fi ipfiC addatur 
te* ti 3 2*34 

quantitas conftans — orta ex evolutione — debebit effe 



iidem ia utraque ferie; crit ergo C=B :=A — i — — . 

/e'dx e" .e" e* b 
== — + -- + a — : + »'3 -T+' 



C 4 = B ; cum caeteri omnes termini affeéli tt debeaat eflè 

2 

-=A — 1 — - 

2 2 

N 

+ 2.3.4.. .(»-i)^+*-3.4..-.»/^.> «l'i » i°^i*=^* 
numcrum terminorum, qui liabentur ante terminum fumma- 

torium 2.3.4 » r^-zr-r Ac proinde erit 

pendìi e* . e* . e* e* x,,AY«-t^ — 

/ ^ = — + --+2 --+2.3---^.«. + 2.3.4.«(>»-l; — 
'3^ J ;,H-i V 2 2.3 2.3.4 ^ 

e'* e" e" e* ^ \ ** 

z=z — -\ + 2 1-2.3—-+ + ».3-4.."C»— 'i; "7 

jl fc* xi «4 " 

2.3.4....» 2.^.4....» 2.3.4»...» 

2-3.4 » Jlj_y — -4.-l_H ^ 

:l3"(»^3)x-s'" "■ «"•■ +»+i 2(»^.0(«4-») 

a. J!i^_- .- + &c. ... (8) , ubi F eft conftaos in- 

3(»+0(»+2)(»+3) 
grefla per integrationera . £j pg. 



Et ponendo «+1.I9C0 » crit denuo 

== — -h~+2— + 1.3 — + 2.3*4....(»-i;-- 

, «. 9$ x^ 9Cl x4 • - m"^ 



+ 2.3.4. »:73:,+^3'4--(»+0y;rr::^A 



». , • • . t . 



X 









■• 



j^. ** ', ri 2.3.4r....(»+l) 2.3.4 .. ..( »4-l) 

T 2. 3.4....».— -T -f- vi— r— — r — _ ~ 

. *«"-»-« (»+l) *"-*-« «*" 

• M4-—(4»+0 2.^.4....(»4.i) »+'xi — - 

_- i(«"i) **"•_. ,_ 2:2,o»-2j*.—» ' ..: :»: ...... 

...»+.z:....2(i»4.'-2)(»+3) _ . 3 («•fi)(«+^X»+4; - - 

tibi' ^iàm' cft Q ijùantitas cóbftans adìe£la per lotegrationem .". 
I>e termina tur autem G refpeflu F ex ae^yatigne, quae haberL 

detjet (?.>=p(p)r uQde_ori.tur.F~-^^: **" '" 



flX* 



♦ ».*'•• 



T.3.4.t.,^ '2.'3;4....;? 'tt;^.4;...;r » 

(»-i;x"^* 2(»-2;x?"* ^•SC'^'S)*"'"' . * 

»-i 2(*4.iX»+2) 3(»+iX«+2X»+3) 

' ^ «."+'»^ (»4.l)«"+ ' »*"• 

1.314 *..".rw4.r) 2.34:.... (»4.r)- "+^77"' 

2(».— i)ar?r' *-3 ('»—?)*''""* ^ 

-i^^-^ — — — -*■ ^^•' — ..--■•- 99 i - .^. .'. - V. » .' 

>+»' "a(»4.2X»+JÌ . 3.(»+*)(»+3)(»4-4) 
Evoluto, itaque termina 2. 3.4...rf.4»-]rq^ ,«&. *MÌ<ìito ipfi 
» B G ter- 



<o 



G termino cotìftanti , qai inde oritur, hatebimos^' 

» 4- I ^ \'. , 

G ^ = F ; G = F — * Erit itaque ipfa coaftans 



• * ■ i • 



:A — I — ' • ..•••• ; atqae acquano (o) 

ila .expnmetur (io)...,y -—=:*-[-+- + 2-^=4. 2.-3 — 

• '2.3.4...,» liji^....» , 2.3»4>>»<*>' •ì'ii'^'»?*'? 

»*" , (n-i)*""* 2(»-2)«"""* 2.3(»-3*)«"~:» 

3 (» + 1 ) (» +-2; (»+ 3) 
Si nunc fumatur x-±i — »=« — oo; atraihllabitar feriei 
pofita.ante conftantem A, atqùe raultiplicata per **; atqufi 
fumeoio fed£s .ex ofcliàe ól dféxteratn atque ad finiftrtjn /-« 

habebunus / sbA-i-— -*•-..... — *•+•♦ — ^« 

: ...J ■ M Si -3-- -4 - - •- » - V' • • • 






S .. n . . 2.«» ..... - ■ 3*^ - -- 



•" .« ■• - » "V* 



Cam vero ob «=-»=-'»« C i+:;i= 7'':i(^0C^ ' 
(»-!)». .< . . _ _<^«i(?:2)« , sic; ; re-Mpébi. 

t 



«** ■.3(»4-W-t^^H*3ji . . ! ?.t*'' ■'' ' '^ 



/ 



• ■«• • 



Sd ex' demonftratione Euierì in Calc^ Difièr.i Fart. Poft. Cu- VI. 

2 2.4 tf 8 

»bi A^ I^^Oj X))^^ iìint numeri BeraouUiani. In caffi autem «=oOeft 

• '- :. ^. '- ...♦/••-...«. . . 2:. :.!2-,:: '.4: . .d , : r&'.l 



Quod integrale^ cunt in -cafò ^it)fb xc»-^ ti» — -òMBt debeslt 



I . A: . ,» ; e 



\- < M - 



,.»..' A * ' ^ 



' amuttlàrf :.' crit -tandem A £=- -^ -h ^—^ + ^ — ^ 4-*^^ 

.. Oj. JÌr?l.5.<??4?o^ S^3f 5 « ?»lfi™s.. i^veni^ locojcitatQ ;._ . ..■., 
Eaden £uleri-. methoda à^u ^cofle£lis. ceqtatn. ^rminis feriei' '* 

1. + : — + h— T— ' -ficc». ^veaÙBUs «& 

A=so, S77^iS i^^4^i $328<Jo ^i<8ii2 oj^ooSz' ^y.. 
Cum vero fit M=tf (A-L) + rerit Maa:ir.r.2't-i;2./-'&c 
= 0, 403^^52 tf37<^7<^ *oSPj^^ 7.... " 

Cura valor /^/« fit realis a valore %sio ijfqae ad.-. 

i»]oi«mfJc^^'— •», «bt 4»--efl g^aaatts ; i nifi n^(i n» ;. darti —^*"\ 
etiam intra has litnites '^ ■ ' v. 

ubi uihil iotercedet imaginarium . 

B 2 Hìdc 



X2 






o an- 



• • 



t • « 



liiiìilitur , pra cafu sss=sxr^(i) :e(Ie iafiDÌtum^ qaod demoa- 
fìravìt nuper celeber* P. GTeg.orius Fontana, qui non fatis 
pet-rplcuam invenit idemonflratìonem Euleri. la . cafii enim 

/dz 
— • = A + /^ = — ^®- 
£9t 



w ^9 

.^ . Cum valor ipfius % e(^ propior unitati , tuoc conmode 
adhibetur feries (4), quae, eo magis convergiti, quo minus « 
difhit ab udì tate* Cum Vero valor ipfius % 6t propiòr ìzero, - 
tane adhibenda eft feries (io) transformata, ut lequitiir. 

Sumatur w= — * + r, ubi r fit fraftio Dofitiva aut ne- 
^ ^jativa talis ut fit n proximior valori ipfius *^m, erit 

J'^jc:=iJCn^ér)=iJu • I—i—— — gcc, & aequa- 

tio (io) collatis in unum duabus feriebus hinc 8c inde ad 
lateia terinini ì-^Mj abibit in /èqueotem 

/e^dìQ /i-i, I, I, I, , . \'\ 



.1 » I l . . *• r» ri 



• • « • 



leu 

/!!*:«:Ì('J.'+4 +. -L +..3 4+'-3-4-T+-+»-3+<»-);^) 



« • • • 



n 



/ .« (w-i)» e»— 2) (« — 3) 

j ■*-* .*«^ «ta^ ' •r*— . •**• « • • • • 

feu tandem adhibitìs aequanioplibus ;ir==&;^./^=;ss:; habebitur 

' , A B . e », r r' ri 

zn 2w* 4w4 tf«* 8»* ***' » '271» 3»J 



• • • » 






in qaa; iène «x^ plori bas convergendiius compofita iìngull ter- 

flondi'fttot uaitatt mìnores excepto farce termino unico 7— , 

'qui tgmen eft minor 2^ 

ManifeftuQi. vero ed feries adie£bs pofl primatn in ae- 

ijuatione (V) ori» cxeyp^iow tern^ipi ;%3j4aì.v'» 

flbn.ieffè contemnendàs ;- arque adéo 'mmquam' adhibendatìi efle 
aequationem (3) fine additiotie^ quando eius Tumma ' quaetitur 
{M^ime pef'realem fummam piuriunfi terrtiinorum , qiàm^ 
vis fine additione tunc adhibéri poflit cum tota iila feries 

r-^77^ + *c» divjfifgif-, mi ^ fiiòra faiàum-eft in cafa 

«=»ff~« ; tùtic enim'rwtrar-nòn rdmantur termini V fed 
per alias metbodos peculiares qaaeritar Illa quantitas , ex qua 
enata ed Illa feries , quae improprie appeilatur fumma ferìei 
àlvergjsntis . £o igitcTr taib adhiberì pótefl fefiés Hne additio- 
mv. T«ac;nfiiim;juyiil^(io.dwjax«=jfÌ9res jiliqi^^/wruinos 
Lot-r» illiiw 



.14 



illius ferlei per methodos illas peculiare^ /upra comtntmtfatas 
iam non neg1iguiitur.fequeotes'tefm|ai* uti^% in^fununapone 
fèrìei convergentis per addicioneni aliquot t^nùnprum l (ed 
habetur ratio etiam reliquoraóv omnwoi-^-qw^ cwfir ^riei 
ponenda funt • ìnveftigatur enim .quantità? Ipfa, ex qua^ ter- 
rtifni illr adhìbiticiitti 'omnibus idbtìft£fatii!f-cndtl •ffii!)Ét/'<^^ 

probe notandum et4t-t- r ^ .'. .^ . L. i. / ^ ,_ '. '. -, 

iaito ergo prò cafibus omnibus Inter valottói strrb/- 
Se z^s i — Q) ubi ù) eft quaatitas infi'nitefimi., praqftiti pus- 
illa tria, quaè riobis ab initió propoli ta.&eiraàt^. icilicet 'pri-r "^ 
mo invenimus conflaptem addendani pra ca^a a: = o • .Secuncfo 
aflignavimàs (èf4e9--q^ua{Hia^ '4)on{}^^ femp0r--€o<ivei^tCpro. 
Guocumque valore %• intra htis litnites. 'T^èrtio Hae'^ferifes- 
lempef reales inveiitafi funj _ prò his càfibji5L,J'ki:_q»fbus. etiam- 

invenitur :.ièmper leaUs valor, quj^i|U|atis,d^ •, ,.; 

Supereft in ipergantas ottisfefGis ^cMimés qoi-cbttiiKdtuh:]»^ 
tra limites valorum a.=:i+G) ufque ad %.=iOO.. Cumi! 

• ■ ' J 

6nim etiam prò Ks cafibt» qnantitas difietientialis — fit. 

»J5 - 






realis; vrdendoih^ dft quòdnam intégrale ^ìbrtra'tiii' . 

Celeberrimo .,Aufit5)^ipy4fum eft,. uc, fupra^ retalln^s.^ 
jj quod fì integrale iit areale jtro valorrbus ipfins. % uni tate 
^^ minoribus^ tum prp valooribus unitate maioribus fiat ima^ 
^y giàanum, & viciflim ^^» Nos iequentia notabixnus.. . 

Brimtì^cupi éi4erft8t»ì«|le i-m- fil ' iUgÉltivuni: |»ro^ vaIorihù& 

Iz ^ "^ * \ : ' 

^ >inifa^e n^inoribiis y rSft cmnr.ex i^gatìva tr^afeat k pofitir 
vom cum s; granfi t a valoribus unicacie miootibas ad; valores 

unitate maioreS', ^uin tamen unquam hoc dlffereatiale — ^^^ 

imagiiiàrium A valere <^ào >Ì%k -mI 'Vaforem >: ts^B^V ^9^ 
r. .! qiiod 



»1 

i]uod fi quanti^ conftans, quae iagireditiA- pef ' iat^rationem^ 
fit realis prò valorib^s % ònitate jnmoribas , atque adeo tó- 
tum iac^ule fit «ale pra ^i% . vàlorìbt^ - nop . poKcit fieri 
«t evadat miagìnanam -pro ; yaloribos * unitace maioribus . 
Etenìm Iluxlo realis contìnua aon pofTet qua&^pef faltum ha- 
berc fluens ia)agin4riutiìl. ... — : '.; :.^ - -I- - 

Cam icaqué in caftì; zis: i-^ co habeatur / -— :=.A + 

^--/'("i— 6ì)==a'-K/ + /([i + «ì), ob /(/ — «) = — a>, & 
/j[^i 4-6)) =,+ 0, & integrale idem effe debeat prò cafu 
%== l'+p, ac prò cafu 5:=^ r — ca citrn fluxip in hoc tranj 
tix.\x ibfìQitefimo aon^'évaferit imaginarìa; liabebinius. prò cam 

*=i*i^aì;f j^rssA'^t-^fXyZKpièaScQfro cafibus om* 

sùbus a caìli %z^t-{-hj ufque ad icafum, 9: = ^ habebìmus 

•^ ,U , , 2.2, 2.5.3 2-3-M 

<j\i3i tSbui feries- tatar eft realis , & refpéndet vafori femper 

«■cali tauantitaiu ditTerèntialis — .' ' -, 

^i.i .Ide(Bi.«(ia»!;d«inopfliat»f. te modo.,euin:fit ,.:.„».' 

re'lìii e' e' ..f",:-, .;.L,'f»,-, :...::<!'' , ;i -.ju .iV* , ^ 
/ = ~7 + i-^ + J-3 — + 2-3-4 — +oa. m inRn. (12) 

-' _ « V ,L?: _a'-. j-'i ¥'' ,\*iT -."';. !'~-- 

cui ' reriéi ' milli taà^iB JddTtur cum ' annihilafi ?ebe«t prò 
cafu x=:/ss= — 00, feii prò- tafu « = p, & cum haec 

feries exhibeat valorem ìa^vziii f ab ipiò valore k^ìk 

= — 00 ad ' viaA-emT»:=; *o ^ (sa "k -A^tet* '« ti'o'=àd- yal^ 
rem r: = c»o^ eft etiam' per^ae^uatiopera (lojl. 

/c'dit I i ,• fj , I \; I . ,' V ', N I N 

:<■ " +A' 



4ir 






2. 3^ 4 • • • n 2. 3. 4 • • • • 19 ^t 3* 4 • • • • ;? 
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+^— «r 



ubi' rupponìmu^ noti efTe nptuni vAlpretn. condantis A' addeai 
dae qiiando x eft quantìtas pofltiya , atque addidimus apicèm; 
uf dilthigueremus a$ A^ quae cpnJlaR? ìhyenta eft fijpra- prOv 
cafibuk in 'cjuibus i^ eft'qaarintas negativa. Sumamus hiinc. 
;*.=;;? ;?,=: ©9^ Ex^ coJilatioQe .aeq<iajionu(n.-(i^) 5^ &» C^3)^.* 
omiflls in aequatione (13) terminis, qui fé mutuo deftruuat 

habcbitur A' ^ x - — -rr--.'^ — «-^.i-v „ . , J- / — « =3 .o. ; ; 

■',, •' '. ■. X, Sx..^ -4 .<.:-y^ ..u • -... * 

\ I : •■• • ^^ i ■ t • . ^ » * t - — ^ 

j^'^l'^.i^U^^^^^<>^^^^^^^,,^r^ i4«ft 

2^34 '^ 

A' + /— i. + /« — /^ — A=,p ;. A'ss.A — A^i^. 
Quae conftans ita inventa prò- cafibus, in quibus aj' habeti 
valorem pofitivittrf, feii iii ^ibus «*eft tìnitafe -n^ fub^ 

ftituatur m aequatione (jj) loco. Aj[ «it: 1 . -. . \ 

•/ ff - ■ li-I ■ - 2r;3*3, 

= A + /« + «<+ — 4- |.&c.. .. , feu.: 

pro^fùs' ut fupra . Erit itaque ih geiftre: 
/-•r"=*A-ff+/Ì6'r /»+ -f^- — h — — + *f« • ^ < •• • , 

ubi 



ubi fignum — adhibendum «fjt. prò valor ibus « miaoribiis 

unitate ; fignum» vero *4» prò vftlonbosr eiuicièm « unitale 

m^iorìhus. 

; . . J^ 

ViJetur itaque hu: in integrationc rogarithmìca — adhi* 

fbfo^M^ :^* %i)^aA duplex.. 7 9nte : x lioc modo L^x- fere 
itti in .ex trazione radicum parium ;^ ^od novis. exempUs Ih 
.^qpentibus uberius tonfirmabimus • 

Pro valoribus z non admodum- unitate maioribus praefta- 

bit uti fèrie A+llz + lzi- ^—^ + &c ; prò vaioribus 

>ero ingèntìBus ipfius « commodiòr erit^réries (V) iuxta me- 
5^dQ^ fi^pra expofitas.. 

lam ergo habemus fèries^ quarum aliqua femper ed con« 

etìam. prò. omnibus vàloribus i^pflus s. uni tate maìoribus' ufque 

. . . ' ' ' r^dz ' zr 

in infihitum , adeo ut cum^ zzzx'O^fiv / ^=^> Oliare 

^ Iz Iz 

iam omnia^ praeftitiinus ^^ quae fupra! poUiciti fundns* prò om« 

nibus valoribu^ ipfius z a zero. ufque ad infinitum^ prò quibus 

' • . . . Jz 

eft^ realis quantitas difierenrìalis — - ; adeo ur Huiùs integrale 

quamvis liabitum per fèries, confèri debeat fatis cognitum in 
Analyii; atque ad omnts ufus, ad' quos antea defiderabatur 
deinc^s fàtis commode pofiìt adhiberi.* 



\ 



e « . Ufus 



dz 



•p fuffra ictermìnan 
in uherioribus imcgralibus ^ 



p 



Raeter ufus^ qtios habet integrale fuperiQs determinatam 
in Jntegrationibus ab Eulero commemoratis ; alios etiani plu- 
rimos habere poteft in novis quLbufdani integrationibus , qua- 
rum aliquod fpecimen hic exhibebimus . 

Proponatur ex empii caufla int^randa formula difTerentia- 

— s= tJIz — A — //« 

— /« &c . : ubi cum zllz anuihiletur in tafii 

2.2 

%=o; in eodem cafu totum integrale annihilabitur exiileate 
A=o, 5772i5^... 

. In cala x=i erit fdzìlzzz — A, qui cafus addi poterh 
capiti VIIL huius feflionis cui titulus : De vidorihus in^egra^ 
lìumy qms cerph tantum caftbui rccipiunP^ 

' Secundo proponatitr integranda formula jr- y cuius integrale 

appellar! poflet h7periecundus logarithnàus z ; (it /z s= x; % ss ^^ ; 

/tt% 
11% 
/ e^^eyJf _ j^eydy j^c^ydj^ C^JLÌL 

y %/ y J y J y 

2.3 •^ y ^•3-4*^ y * *^ ^* •^ ^*f* 

J Ixì 2.3 ^ /«4 2.34 ^ Ixi 

npc^^'^dn 



cuius ferici terminus generalis eft :; r / — r 

2.3.4....(»-i} ^ fpc 



qui 



J^ 



du 



qui p€€to ^"=« fit ' r- I rrl cuios fuma»: 

^ ^ 2.3.4 {n—i)J M 

per feriem infinitam fuperias eft tradita eo modo ut anaihU 

/die 
y- lìceat iaxp ap- 

pel]an:\^y^r£>garklinaum *, ac Indicare hocmodoy j-^zzzl^u ; 



Hi 
dz _ I ... I ... . l 



fit vero hyperlogarithmus fccundus %= / -— a= /''«; erit 



y lU-, --. _ - . ... ^ / .2. .\./ 2.3 : .. ; ^.2'^34 

2tiae ièrfes iibe addidone conflantis fìt s= o quando :f( =: o ;; 

^ dir 

.. /oii»^iAii» dy = •-— 



I • • 




I. 



Rimo con&ratur forqiuls^ dysssjp-^ cam formala Euleri 

Xdx 
dj'=^ " > - §i-.ri3. Cura hic fit X atsi ji stquie acfad 

d, (X«) =: Pi/x=3 d» ; erit P := i ; Q.:= i ;.R =s i , udde ìfeqùitur 



adeo ut fi. fit » numerus integer pofitivus; iategratio dedu- 
'TV C z^ catuc 



T Jt 

óftur òà fonijulam r*—^-^ -— — / — 

docet loco ckato. 

« 

Secirado cQiji fit l — -- =r -^ 4*n C 



quae ferics finita eft quoties.» erit numerus integer negati- 
vus , atque haesc integratio oritur ctiam ex folutióne * Pf6blé- 
matis i^. §. 204. ^• 

Tertio fi fìat ìi-=.v* fumpfa prò e bafi logàritliBHca ^jr- 
perbolica faabebitur /«=:«;</«= ^ » </» • /* — f- =s /^ f = 

-^(i+%+---+-+&c...)=:G+ + -^ 

. » \ 2 2,3 y I—» .2—» 

Z? 7 "^ 'f r + -/ r + &c ac tandem 

2(3~») 2.3(4-») 2.3.4(5—») 

III-./=G- ^ I I I 



^i^B^WMW^ M« «MBlAMh* 



{n^iXUy-^^ (n-2){/xy-^ 2(n-3Xlxy-ì 2.3(fi-4Xixy'-'4 
quae feries quoties n «d oumeros integer pofitivus habec fpecie 
tenus unum terminum * valoris infiniti ; fed revera loco illius 
termini recipit integrale logarithmicum • Omiflls itaque cali- 
bus, in quibus n eft niimerus integer fi ve pofitivus, five^n^- 
gativus y qui fati^ adhuc explicati futit ; polTént confidierari 
hae tres integrationes prò cafibus, in quibus n eft numerus 
frà£lus,iaut quicumqac irratiOf^ali^ « ' Sed non erit . difficile eac 
iis quae fupra explica vimus has quaeftipnes ablolvere ; 



-&c 






ADDI. 



AD D IT A M E NT U M . 



I 



Am fuperiora praelum fubierant, cum celeber. V. D. Gre- 
gorius Fontana mihi fequenda perhumanis litceris exhibuit. 
yy In meis commentariis reperio ratiocinium Euleri circa 

. ; ^^ ( quo nempe ratiocinio con- 

Iog,« ^ ** * : 

ilituitur pofito integrali' àequali zero prò cafu ± == o , fieri 

ipfum integrale infinitum prò cafu z:=zi ) ,, poflè confìrmarl 

55 hoc modo : |n fubftitutione % = i — co non debet confide- 

,5 rari g> femper infini tefì ma , fed talis ut dum % crefcit a 

^5 zero ufque ad unitatem ; Q decrefcat ab unitate ad zero . 

„ Revera cum fit »=i — », erit — zn ,&log.» = log. 



% I— G) 



N Jf ' ' « ^ 

„ (i-t-(i}) = -^<i) 0)»— — <ù\ a)4-i-.Scc. fine 

y^ conftanti , nam prima condicio fervatur . Hoc pofitb èrit 

d% d(ù 



«feM 



log.% «+r<»* + fCi>J + TG>* + &c.. 
Jo d(ù ù)d(*> AO^do^ , ipcì>^doi> 

'! ^ 2 34 2.3.4 2.3.4.5.^ 
y^ ergo integrando adhibica neceflària conflanti* habebimus 

log.G)+ H +-- + ^ 7-^&c. 

Iog.« 2 2-34 3.2.3.4 4.2.3.4.5.5 

yy Hoc modo . fervatur conditio ,' quod fafto »=o, feu corsi 

„ fit ipfum integrale =0, Ergo feSo :5=i, feu a) = o, 

^ obtiqebitur • 

~"log.oi 1 1 ^ + -^ ^ + &c. . 



yrd% 
ino v. 






p'« 2 2.3.4 3.2.3.4 4.2.3.4.5-<^ 

„ Ut nunc habeatur valor feriei \r 1 \- 

2 2.3.4 3«»'3-4 
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~- — + &C. obfervo effe i 



' + 7+T+T+T+' *^^ 

„ =: — -f -| 1 + &c. . ut patet ex redu- 

2 3.4 2.34 , 2.3.4.5.5 

„ ftione fraélionis in feriern . Itaque fafto x=: i; erit 

i- ss — X — x ± f-Scc^ 

i + i + l + i + f + Scc. 2 ^3-4 ^'•34; ^•34-5-^ 

„ Sed fraftio r — : — r-^ — r~ eft aequalis zero- ratioa& 

„ denommatoris infìniti . £1^0 refultac 

I = — , 4. ; — 4- ■= +■ ' ■ -f* &C. ) ac proiode: 



» 



2 3.4 2^4 2.3.4.5.<f 



;^ — — = loa.o 4- quantitate minore: 

1 .. 



2 2»j.4 3-2.3-4 4'2'3'4'5-<^ 

„ quam fit unitas Gve /t ss infinito negativo quatido «= i " 

«^ iog.« 

Superlor aequatlo' Fontanae 

^ . J Iz 2 2.34 3.2.34 4;2.34'S-<' 

generaiis eft prò quocumqoe valore «=±:i-^oi) intero, & i^ 
aequatio vero fuperius a nbbis pofita 

J 1% 2.2 2.3.3^ 

pofito I — (0 loco as abit in fequeatera 
J 1% ^ ai "' * 

. ^ Oli 

+ — + &C. 

2, 2 

— &c 
Eft 
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<b^ + — + «ce ) saio + S , exlftcate S 

23 ... 

ferie termiooram qui afficiuntur potentiis ipfius (ù • Eric ergo 

-— :nA+Jèì'^ a colle£lis in a terminis omnibus 

qui afiìciuntur potentis ipfius 00 • Cum ergo a identificari de* 

beat cum ferie Fontanae — — r - ■■ — -&€• & cum 

2 2.J4 3.2.34 

in utraque aequatioQe (a), & (S) infic termlnus Icq; erit con- 

ftaos A aequalis conflanti Footanae y quam ipfe demoaftravit 

effe unitate minorem • Scilicet erit 

A=:o, ^7721$ 664P01 5328^0 óiSiiz X)^o82 .3p 

= — + + . + ^^ +&€•.-, 

a 2.34 3.2.34 4.2.3,4-S.tf 
cuius fèriei qoatuor priores termini adu collegi dant nume* 
cum o, 552152 



JExplicano necejjitatts ftgnì duplici s + iidbìbend$ 

in infegrofioffe logarifbntica . 



s 



Uppooimus hoc loco doélrinam Euleri, cum quo piures 

Mathematici confentiunt , incer quos Fontana in Monum. 
Soc. ItaL VoL L, omnes logarithmos quancitatis negativae 
effe imaginarios • Etenim apud eos qui putant logarithmuRi 
quantitatis affe£he figno negativo efie eundem cum logarithmo 
eiufdem quantitatis affeélae figno pofitivo, hiter quos quoque 
numerantur Matliematici fummi nominis ; nulla erit necefli- 
tas, aut utilitas figni ± adhibiti poft fignum logarithmicum , 
cum tam fignum -h quam (ìgnum --^ idem praeflet quo ad 
valorem logarithmi. 

Suppofito itaque quod logarithmi quaaritatum negatiira- 
rum fint imaginarii ; quotiefcumque habetur diiferentiale loga- 
rithmi- 



^4 

rithmicum reale , In.cuiuS'integratioae quàntitas, qpae cadit fub 
figlio logarithmico per vanVtioaeni variabilis- rpCim ingredierr- 
tis poteft fieri negativa , & q^idecn per talem variationetn 
variabiiiS) quae non efficiat ut difTerenciale ipfum defìnat eiHe 
reale, tunc quaecumquc quantitas Gooflabs addarur in integra)^ 
rione ; feinper in integrali logarithmico poft fignuìì Jogarirh- 
micum ante quantitatem, quae per variatronem viriabiifs {n'- 
irà datam conditionem fieri poteft negativa, poni debet fi^ 
gnum duplex 4.. Huius autem tigni duplicls pars aiteri con^ 
traria tunC fumi iocipiec, cum* valor quancitatis figna duplici 
afTeflae a negativo*^ trapfit in pofitivum , aut viceversa • Huiùk 
doélrinae pars prior quod nempe fignunx duplex ±: poiiendum 
fit poft fignunv logarithmicuni in integratione logarithmica 

próbaturex co quod eft — =g^ ■; ex quo. licet nos m)r^ 

ioferainus efle ctìara Ih^^=sìI — ji, ut ii volunt qui ftatuùnt 
eofdem effe logarichmos quantitatum pofitivarum. ac uegativa- 
rum ; dicimus tamen , quod nemo negaverit , ipfum differen^ 

tiale — tara oriri potuiffe ex. Ixy quam. ex /-^x.. Ergo 

aequum erit ut in integratione duplex illa origo indicetui;; 

quare haberì debcbit f — =:/ + X'. Eodent modo, quo quaui- 

vis ex ^*=^( — ^)* non poflit inferri dividendo exponentem 
2 per z effe /*=: — a[ tamen habita aequationc x^ziza*^ 
oh a^ =( — 4 ) * extrava radice fcribendum erit xzz±a . 
Secunda vero. pars eiufdem. doilrinae, quod nempe figni du- 
plicis contrariae partes fint accipiendae altera loco alterius 
quoties quantitas figno duplici affe£la per variationem va- 
riabilium ipfani ingredientium tranfit a valore pofitivo ad 
negacivum aut coltra, manente reali differentiali logarithmico 
inde confirmatur; quod manente reali differentiali logarith- 
mico integrale non poflit mutare naturam fuam . Sciiicet fi 

intc- 



*5 

integrale iam erat iroagìnarium nempe ob conftantem imagi- 
dariara additam fun£lioni reali variabilis qiue reluhat ex in- 
tegratione; adiiuc imaginarium manere debet quaecumoue va- 
riacia ^p^erìt iuq differentiaii duminodo (èmper reale per* 
manferit. Non potefl enim integrale ex ìmaginarìo fieri reale 
nifì per àdditiim imaginariì^m ^ quod partera* imagifiarìam 
elidat, ac' teliate Hoc autem imaginarium addi' auti rolli non 
poteft per fluxionem perpetuo reaiem • Viceverfà . fi . integrale 
iam erat reale; fi iTempe variabili reali addita firìt in inte- 
gratione conRans realis; tale (èmper remanere debebit qui- 
eumque fit flaius fui diflèrentialis dummodo femper reale per- 
manferit. Hoc ^utem in integrationibus logarithmicis haberi 
non potefi mfi adhibendo contrarias partes figni duplicisy ut 
praeceptum eft. Quod fi quatititas, quae* per integrationem 
poneada tfì fub figno logarithmico talis fit ut numquam per 
variationem variabilis tranfire polli t a valore pofitivo ad ne* 
gativum, aut viceverfà;, tunc omittendum erit in. iotegnu 
tione fignum duplex,. 

Huius' doétrinae licer nova exempla in fequentibus oc- 
currere debeant ; tamen exemplum maxime perfpicuum , ac 
fimplex non videtur hoc loco omittendum. 

Eulerus fequentl Gap. V. §. 248. inyenit efle. 

—-= — /— T r^ = /tang. — (p 

fin.cp 2 I 4-col.(p ^ 2- 

/^(p II +fin.(p , / ^ . r V 
r^ = ~ ^ ;r— ^ = / tang; ( 45^^ cp 1 
cof.(p 2 1— fin.cp ^ \^^ ^ 2 ^ J 

Nunc fi in huiufinodi aequationibus accipiantar quantita- 
fes pofitae fiib figno logarithmico prout iaceat; erit prò più* 
ribus yaloribus ipfius (p femilogarithmus quantitatis pofitivae 
aequalis logarithmo negativae*, contra fijppofitionem.. Sit enim 

I TT 

— (p — . g' ^ — r — , ubi jT eft numerus pofitivuj inregcr;, r vero 

iiraaio pQfuiva, ac 7t femiperiplieria circuii cuìub ra«lias = i. 

D Eric 



lo 

1 

Erit prò his cafibus tang. — (p negativa • Eft autena 

I — ^ cof. <P -. . r • ^ • • 

femper quantitas poiitiva. Ergo in priore aequa- 



I + cof. (p 

tione erit ditnidius logaritkmus quantitatis pofitivae aequalis 

logarithmo negati vae • Idem eveniec in iecanda aequa t ione 

quotics fucrit 45* +— <p = ^> — r — .• 

2 2 

Polito ergo quod abfurdam credamus qaantttatem realena 

acquari pofle logarithmo quantitatis aegativae; icribendum erit 

7-^= — ^ , /^ =/ + taDg, — (p 

/i/ (p i . Jf +■ fin. m - . / ,1 V 

cof.(p 2 j— Xìn.^ — ^ \ •' 2 ^ 

pofito nempe figno + pofl: fignum logarithmicum dumtaxat 
' 'ante eas quancitates, quae per variacionetn variabilis tranfire 
pofTunt a valore pofitivo ad negativum ; cuìus figni pars fu- 
perior 4^ adhibenda erit prò valoribus pofitivis tangeatis cui 
praeponitur; pars vero inferior — prò valoribus ncgativis 
eìu(dem ; adeo m fub figno iogarithmico ex utraque parte 
aequationis femper valores poGtivi reperiantur. 

Idem vero etiam aliunde confirmatw ìioc modo« Cum fit 

^ g-^fl); "^<cof.i<j))» '"i+(cof.f(p)»-(fin.i(p)» 

I — COilCi© +T(P ) I — COf.<J) 



I +.cof.(Tg) -f T^ ) i-fcof. ^* 
I _ I — cof. <D ^ , I « - cof. (b] 

tang. -- (p ==+v^ -_---— .; fcu itaug.- C> -^rTZn^-Z* 

2 JL "rCOl. (p 2 i4.col.<p 

iibi V — ^ — - — accipitur femper pofitive . Evidens autem 

ftft polita bac conditione fignum + praepooendum effe ante 

tang. 
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tang. -* (p iuxta r^las algebrae y in eoque ut vera fit ae- 

2 

quatio fumcndum efft fignum + cum tat^ens — q> cft pad* 

ti va ; Ggnam vero — « cum eadem tang. — ; ^ fit n^ativa per 

variationém ipfius (p. Ergo praepofito otrinque figno i(^a« 
lithmico habebitur iìfclem conditionibus 

/• V^—- — ^-^ = — /.— - — ^-r. — / + tang.— (p. 

I+COl.(p 2 I.-f-COf.(pf 2 

Eodem modo demonftratio inflituitur prò fecunda aequatione 

* Hòc exemphim eo opportunius eft^ quod in ilio appa« 

ret nexus reguiae figni duplicis + adhibendi in extra^lione ra« 

dicis qoadratae cum r^ula eiufdem (igni adhibendi in iufe^ 

gratione logarithmica . 

Ut vero in hòc exemplo nihil omittamus, quod ad rem 

nollram facere pofiìt ; praeflabit inflituere integrationem for- 

^d) '.'•'.• ' • 

mulae^-: etiam per feriem infìnitam. Sit fin. 0=ii; eri t 

fin,(j) '^ . 

<p=: Are. fin. u ; dq^:r- t- — 



• • 



>. i 



V(i — i«»)*.fin.fl) 



«V^(l-K») «^2 2.4 2,4^ 

un.<2) 2«2 2.4.4.-. 2.4.6.0. 

== Conft. + / fin; o +(Ì5:5^ '+|»?^I« + iM^ll 

^ ' .. .: ; • ••-:.; \ \- -. . .?**•'•-.■* 2-4.4. .... . a. 4* o* <> 

Qiiae conftaos' fi detérniÌDétar ut iàt^ralé evaae(c«t quando 
jc • - ' • » 

•• • ... 



^ - * 



I • T - 




2« 

*^ fin.(p 2 i^ cof.cp ^ 2. 2 i* 4« 4 

ubi nifi rcrit>atur fignuoi 4 ìq /. Cm. qp ; cuoi eft ^ ^=3 
2^^* — r 7t exiftente q numero integro pofitivo, r vero 
fraélione , atque adeo cum fin. cp eft negativus ; quantitas 
realìs aequaretur quantitati mixtae ex realibus, & iogarith* 
Ilio quantitatis negativae « Si vero addatur figaum :jb ; atquc 
ita adhibeatur, ut l±{ìn.(p. fit femper logarichmus quandi 
tatis pofitivae; quemadmodum non variatùr valor quantitatis 

— / — r^"-7"— quando a iti q> loco valori* pofitivi fumitur 
2 1 + col. cp 

idem valor negative ; ita neque valor feriel , cui aequatur • 

. Oritur tamen hic alia difficultas , quod idem fit fin« (p 

quando cprE^Vr-fy* — , & quando -y = (^+i)^ — ^ — 

2 2 

non folum quo ad qualitatem, {ed etiam quo ad quanti tatein 
valoris pofitivi , aut negativi. Si vero cof. {qx 'jr^ — ) fit 

• * 2 

7t 

2 

Q. » - m ^ , f -cof.q) . . -, 

uare vanabitur expreffio — / r-^.% qum varietar olio 
* a ifCoCqp 

modo eius valor 

* ± lui. (p T ■ ': ' T" i ' ■ ' + • . * . 

2. 2« 2. 4* 4* 

Huic incoRimodo '^ occarritur confiderando , quod fi arcui 

•■•• •«^^.-- • 

jrn' + r— fubftituatuf arcus ($'+i)ff-.r — ; expreffio 

I 1 — • cof. Q) 

— / -— ~- tranfit a pofitiva in negativam, aut ciotta, 

2 j + col. (p '^ ' 

quia quanti tas illius muteturi.: Ex alia parte cum aflfumptt 

;, ^ fuerii; 



pofitivus., erit negativus eiufdem quantitatis cof.r(^+i);r-r — Y 
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fiierìt aequatlo J(p 



du 



* ' « 



J(p 



fp 



du 



V"(i— «») 



, quac revoa eft 



ut attendenti ipfos daos cafus 



periplcuum eft; 



fi 



d<p 



■±V(i-i.»)' 

* * • 

2 2 

fii;:;=* /,/(,^..) "'^"^ 



f- 

Jr, 



•/• 



£n.(p 2 i.+ cof.^ . L'-i-""*'*' ^ . j, j ' 2» 4. A "*'"J 

la qaa aequatione omnia praecaycàtur, ^ae.iiieiant praeciivcpda 




/ 



. .: f 



b ■ 



• • • • » Xi 



I 



•< " 



• I 



» . ' » 



». * 



ji •f:^'.; i 






i » ' . 



'^ 



. • . t 



•» »• 



• 1 "-^ w /"J. 



l • 
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Soluti^ cutufdàm paradòm frop&fitt ab Atemkffrtia per 
fignum + ritc adhibhunr in imcgrafionei 

V^Uamqnam integratio ^ qujim CMmìnabimus^ non fit loga- 
rithmica; tamen quia line paraelòitd expcditur per fi« 
gnum + convenieoter applicatucn ; vifutn eft eam- hic per oc- 
cafionem collocare^ quando iam^ (atis huius fìgqi necefluatem y 
9C regulas condituimus prò ìntegratione logaritfamica , ncque 
prò aliis capitibus Calcoli lotegraUs Au£loris noflri Ifiet'op-»- 
portttnum explicare regulas fìgni + in inttgrauone Aiem^ 
bertkna^ aliiique-fimilibus adhibeodì .. .> ' 



N 



J 


\m 


v^ 




f ■ 
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Alembertius Tom. 4. Gbufc. pag. (^5. podquam amico 
nonnulla alia paradoxa propofuerit ; haec hab^t : „ £n aliam 
,, fpecienfi paradoxi , de quo iam egi in VoL 3. Monum. 
,, Berolin. anni 1747», quin folutionem in veneri m, quae 
yy mihi fatis placuerit. Sit ?lA-zzy (Fig. !•) ; ÀP=S4?; 

„ ^^</«V^((i-»)"* -i), (MonanuBeroI. 1747. p. 241.); 

AC=i. 



3» 



,) ACs=i« Elementam arcus AM éft ^«V.( i— «)"' , 
„ cuius integrale eft /dx(i^M) ' , fine — •■^(l'—ii) * + — , 

. . ■ 2 . ' . Z 

^, velfeaoi — j»=«=CP,-2- (i-.CP').SiCPs=o, ha- 

2 

^ betor ARs3 — . Si CP fit a^ativum habebitur valor 
^, AR»"=i-(i— ( — CP)^), «ui ob (— Cl>)»=;CP»cft 

„ idem cura — (i ~CP * ); ^od tani^o fecw effe debet^ 

.^y cìim fit ARr>AM pofitQ C^;z=CP* En ìgitur etiam hoc 
,) loco deficisotem ulculuin^ qHgndoquidem ut plepius (àtif* 

„ fiat aequationì dyis^dmV (^t^^)^ * — f ) fu mpto radicali 
yj pofitivo, fupponi debet quod curva, ouae profe^uitur ultra 
^y pun£lum R iam non fit RO ^ fe4 KK aequalis ac ittnilis 
^, ipfiRO^S . ' .. ^ 

Iniuria tamen accuiàtur calculus • Quod ut clarius de« 
mooQriiHUs BoaiHftila Amt praeoiitteoda. Sampto radicali pok 

ffitivQ ia a«qtutì«m Jy z:z d^yT {{^n) f ^ 4 ) ». fe« 

1^ :=: A ( I ~ ^ "^ ~ j )^ = — 4Ì» ( « "^^ I ) ^^, 
j=: — « *</«(i— «•)*; cum fit 



2 2«4 _2*.4*^ 24*^*^. 

habebirur ^ * .- 

^ 2 24 2.4 d 2.4.5 8 \^ 

ucide po^o qaod jr annifailetar quando % =r i iuxta ftsppofi- 
tióncm Altmbcrtii ; crit 

B — 



3i 

2 2*4 2. 4 * d^ - 2.4.5 * 8 ' " * ^ 
cum fu JL + -L + -i-+-^';^ + &c =:i- 

2 2.4 2.4.6 2.4.0.0 



X . 



Ut rcfultat ex evolutiofle ( i — i ) * = o ; erit 

24 2.4 d 24.5 8 
ac proinde B quantitas. pofitlva s=CR) qui ed: valor ipfius^ 
f quando « = o • 

£x hoc calculo in primis refulrat qiiod ibmpco radicali 
pofitivo ' eaddnfi- ordinata/ reTpondet tam valori pofitlva ^ 
quam negativo. Qoare fumpto radicali pofitivó;, curva quae 
profèquitur ultra pun£lum R erit revera RO. 

Ut indbles tota huius curvae meliu^ appareat, fumratuf' 
Bunc roéla DRB parallela ipQ A^C prò axe abiciiftirum 
«=5.RQ=sCP) ac RC norm^lis ipfi DB, fumatur prò axe 
ordinatarum u = QM = CR — PM = B — / ; .habebitur' 

aequatio — dy=zduss:dz(z, * — i ) * ; ac proinde' 

^-.±J^± ±J L ^ J ^ ^ J 

2 2.4 2.4 5 24.5 8 

fine additione conftatitis ut (iin&l evanefcat ir & « in R . 



1 



Cura vero in aequatione ^ìi rr ^« V ( « "^ * — i ) con- 
tineatur ratione figni V* duplex valoris ipecies adeo ut fit 

rfn =5 + ^(2 ' — i)*; habebitur revera generali ter 

^2 24 2.4.5 5 2.4.5.8 8 ^ J^ ^ 

Atque haec eft aequatio maxime propria ad perfpiciendan]^ 
nàturam curvae. 

Ex hac aequatione primo intelligitur curvam habere 
quatiior ramos funiles , & aequales RÀ ^ RO y R A' \ RK ^ 

ac 
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ac praéteréà nullòs • Quare perpecam pofiti fàat ab Alembet- 
tio rami AT^ TO* 

Secundo : hos ramos termiaari ex abrùpto in quatuor 

punflis A^ O) V^y A' ciun prò valore x> i éàt dn 



imagmarium • 



Revera etiam prò integratione prò axe Alemfoertii fòr- 



B±( 



t I 



+..►) 



(3> 



geoeralicer iùmpcae ope figni x iiabetur 

-^V +—.—«* + — . --»' 
2 24 2.4 o 

nbr;cbnftai]is B==CR non dcbet affla figno Hh^ (^uare prò 

aliquo vatere» putà RQ[ habebitur alter valor '" 

/=PM=sPQ— ;Q,M ; alter vero /=5PM'=:PQ^+QM\ 

Quod idem habetur ex aequatione / = B — » prone m acci» 



pitUr pòfitivuiD) aut négativuni » 



»^ 



• J " 



1 «• 




• * 



Nunc prò reflificatlone , curvae cuius aeqnatio 



Ju =s ii/«(« 



«• * 



• j I 



i)* habetur i&» + </«*=</«*•« *; 
£ atqa» 



ja4 

erit +</«•«-'; ac proinde iategrale &ìt +-*-«*, qubd àn- 
nihilatur iimul cuin u^ aic z, Èrit e eigOc arcus ia geneie 



« f • • " -• r, r 

• • • . , i t . m 



-U -5- «y ' ... 

» 1 ' .'*,., 'i 



2 

. ParadoKuni ..vider/ póffér vquod hlc ar^usu odhiK; 
matur per forniulam valoris realis etiam quando 2> i ^ ia 
quo cafu debet t(k imagioarias ob ordioatam curvae imagi- 
nariam, inquod paradoxum itfcidit etiatn pofitio axis Akoi* 
berti i ; quamvisde hoc iilhii .adnbtaverit^ Sed de hoc para- 
doxb, quod appafet in^plurinais àliis curvis, àgetur inMc- 

<iuettti .paragrapha- • . '. "! • / i .• ' - - ' 

Si nunc fumatur arcus RMA pofitìvns originem habens 
^n Ky eumque continuare libeat cum arcu Rr'K ; habebimus 
direftionem R/ ncgativam, Itaqiie fi fumatùr RQ^'rsR^'', iic 

fit RM = + — %*; crit Rr'= ^«% quod iana eft evi- 

2 2 

dens, Erit ergo RA = — : AM=ci! —z' : 

; 2 «22 

A/= f- — «"* ; acr4n^--genere Ipòctio arcus ARK, cuius 

2 2 V . ^' i •. v^ 

^ ^ %." ~' 5n r — 7 — "^ - • 
initium ftatuitur in A terk is. — ip "Z^^^ ^^^"^ refultat 

ctiam ex integratione. Alembertii dummodo in ipfà rìte adhi- 
beatur fignum +. NatB cura, ut\ipfe notar, elementum ar- 

cus AM 6t dx^l^i-^jc^ '"f*er« eius integrale 

^fdn^i — k) '= — -|-— (i — )* cura fignum -f non 

2 2 

-amciac coniianccra — . Quod. non debeat fumi -{-fdxC i-fc) 
^ - . .i tara 



35 

tam.pMtar^a AM , cj^a^ .pn) arcu A/j^ ut fumpfit A^cm- 
bertìus, exiàde patet quod <lifferennale " in M, & / debeat 
habete £gna>a>DaPiffia:^fpr»* varia- fpeci« valorum arcqiun «KM^ 

Neqiie abfurdiiiD^yiderii deJdet quo^ difièr^nt^le qufotita- 

tis femper crefceoris iit «piftndoquìs oeptiviuu ^t^o^cf^qe. po- 
fitìvum .cNam fic a -^ tc^ gpv>th9S femper crefcew aj:Z9ro ut 
qiie io infinitum; erit.eiwdiffereQtiale ^^ d% modo n^ati- 
vtun nudi») pofitivum -preue «rie pofitiv» vel negativa ^uao- 
titas %. Quod rice eit animadvertendum la differentiaiibus^ 
qaaotftatum^ quae per r integraiioaem . ac^kuQi . ^confìantem; 

cuiuff^ocli fuq-t différentialia ipfa Alcmbertii^xy((i-V^ '' - i) ^ 

àc dx^(^t^ — »} % quorum ìntegralia debeat aombilarì quaiv 
do uzzo. . 




. i 



Quod vero fignum ± praepofitum direrentiaK non de- 
beat afficere conftantem , quae iagreditur per integrationem y 
fed dumtaxat partem variabìlem ipfius integralis, quae im- 
mediate oritur ex dìfferentiali ; quamvis iam demonftratum fit; 
tamen «iam ^oc noto exemplo illuftrari poteft . Sit curvae 

£ 2 AMR 



AMR àcquatìo ^y^^'^'JT'";^ — r; pofito AP=*',' JPMrfj/; 

erit :^3sC — V{ i — ^^); obi fi/ waoa&crei debeat fimiilxiBn 
;i ; habebitur C = i , ^uare yssi — /(i— *Jif); cft 
autera haee aeqaatio ^uadratkii cfrcnii y & generaliter 
ys=f +V^(l— i*#r) aequatio feitiictrcBii ARA'. . ; : 

<Cum haec curva non redear \fi feipfanty Bon poteft in^ 
^erri ex re^ificabilitate «ins aFcuum arguoientum conerà .de* 
tnonflrationem Newtoni ^ quod auiiae ourvae in iè jwbuofics 
iint ra£lificabiies . 

< Hoc vero genus^ gnrvarum^ tjuae m & non redennt, 
neque . abeun^t in infinltuni ^ fed termìnantur ex abrupto. noa 
videtur explicacum fuiife a Gcomecris « Non eft autem dif- 
£cile infinitas curvas iiuius gèneris inrenìre ^ qi^od . moK 
docebimus- -. ,. . 

Dr criterio arcus imaginarìt e^iprejp pn 

fotfnulam realf^m^ 



I 



V^^Um Ct difFerentiale arcus e=/((/^* 4^ ^x»)fxiftente reali 

-, -^ ^ , ^ j. -.-- '^ pofitive 

iumpta eflè unltate mifior« Ac ^tévtìk aut differentiale arcus 
habet poGtionem parallélam axi ; ac tunc ed aequale dif- 
ferentiali axis^ auc iiabet pofiiionem obliquam^ ac rune 
eft raaius. 

Hoc pofìto fi fit arcus ;=:X, quae fit fun£lio ipfius «^ 
ac fit dX:=P{ix^ fit. vero P quanwtas^ quae ^ prò aliquo va- 
lore ipfius 9c fiat fraéìa; prò eo valore .x licet fit X quanti* 
tas realis : arcus tamen s erit imaginarius. 

Ratio eft quod expreflio s^ quae Jiihil aliud eft quain 
Are. abfc. x, includit cooditioaes geometricas^ quae prò va- 
. ' ' ' loribus 
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loribus BOiiQuUis licet realibus ipiius X locum habere non 
pofTuDt . 

Infìnitae ergo curvae effe poiTunt, in quibus arcus ima* 
ginarii mentiantur valorem realem, cutn infìnitae fine for* 
mulae X , in quaruoi differentialibus Pd^ funélio P prò ali- 
quo valore m fiat quantitas fraòla. 

Fafto lit fiipra 5=:X; i/r = V{^jK*+rf^*) = P^«; 
habebitur fl^* =:</x* (P— i) ; dfy = ^x/(P~ i). Quando 
P fi t quanti tds frafta, tane Jy evadi t imaginarìum . Ergo 
Hmes^ in quo atcus imaginarius incipit mentiri valorem rea- 
htn y td idem limes y in quo ordinata cum fiio ditferentiali fit 
imaginaria, atque item exprimitur per formulam imagìnariam .* 

Si- in integratone formulae dy =r ^^/( P — i ) nulla 
àddatur conflans; in curva quae inde enafcetur relata ad axes^ 
normales x^ 8c y prò quocumque valore determinato Xy non 
poterit y habere nifi duos valores aequales afFeftos fignis con- 
trariis, ac proinde fi lii valores fint finiti quando P=i; 
curva ' hab^bit jiftmos duos deficieates ex abriipto, fi paullifper 
immutato valore x iam fiat P < i • 

Quot erunt ergo valores x^ quibus refpondeat aequatio 
P= I , adeo ut paullifper immutato valore Xy fiat P < i , 
tot erunt paria aequalia, & fimilia ramorum curvae, quii prò 
iis valoribtìs deficìunt ex abrupto. 

£x iis y quae di^a^ fmt y pròdum efl* iudicàre de curva A lem- 

bertii fupra explicata , cuius aequatio eft dy=:dx ^((i-x) ' - i ) , 
quae refertur ad aequationem dy =^dxV{P -^ i) ^ ubi prò 
cafu Ali^tnbertii P incipit efiìb - fra^o quando x iicipit eflè 
negativum , aut pofitivum > 2 . 

Ex bis curvis infinitis quafi prima ed, quae exprimitur 
aequatione dy =: dx^{A + bx)z=.dxy/'{(^a'{- i+ifx)~-i)^ 
quae fimul efl quadrabilis, ac reélificabilis . Si in hac aequa- 
tione fit ^ = o.repraefen tante abfcifià x diftantias planetarum 
a centro ; ordinata y repraefentabit tempora periodica . 

jfdm- 
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Adnottttto 11, ai Cgp, V. SeCl. 1. Voi» L 



De integrafiofie formtdarum x " dx fin. x , x " dx cof. x ." 



c 



Um de integratióne buiurmodi formularum = Eulerus nihit 
praecipiaC) cumque fatis cooferaot ad folationem nobilium 
problematuQi , quae haflenus iataéla fuerant ; viiucn eft- earuni 
tra£lationem addere Gap. V. Seélionis huius, cui oimirutn ca- 
piti titulus efl : De integraPÌonc formularum angulos ^ finufquc 
angulorum implicstitium • 

Gonfiar autem ad formuias n'^dx^ixx.Hy x"i/xcpr.^^tiam 
has alias %^d%iin.{%^) 7i*"dz cof. (% ^ ) reduci pofle pofito 



m I _ I — e 

%^=z9$y unde habetur z^=zx^ ; dz^szd.x *^ = — 9t ^ dsc^ 

e 



Problema L 

Formularum x^dxCin.Xy x'^ditcoCx integrale io venire 
fiquidem n denotet numerum integrum pofitivum. 

Solutio . 

Cum fit /** dx fin» « = — «• cof. x ^fnn •"•' dx cof. n 

per opportunas fubflitutiones eruemus. 

/^«i/xfin.x= ~;tf''cof.flff + »x«-«fin.* + »(»~i)«^"^*Cof.atf 

— ■ n {n-^i){n'-z) x "— ! fin. x — &c. •• (A) 

quae feries conftabit numero finito terminorum; habebimus 

nempe 

fxdx 



/ 
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y^^^x{ÌD.x= — x^coÙ9c*'i''zx fi)i.x^2coùx; — 2 
fx 5 ^x fin. X zr — xi cof. x -|- 3 ^ * fin* x + 3.2 x coH x — 3 .2 fin. x 
Jx^dx'fm.xzz — x/qof. xHh4x! fin. X + 4.3 x?cof.x- 4.3.2 xfiu.x 

— .4^3.2 cof.^f 4.3.2 
&c &c. 

Eodemque modo habebimus. 
fx" ^xcof.xr::x«'(ln»*"f"»*''^'cof.x — n(n — i )x'»"'* fin.x 

— ji(» — i)(» — 2 )x«""3cof. X + &C... (B) 

. àc proinde. 

fxdx coCxi:iifiri. X +cof.x— - 1 
,, /x*yxcQ£x=i^ * fili. X + 2xcpn X — ^ 2 fia.4P . 
yx3^xcof.x3rxJfin.x4"3^*cof.x-— 3,2x fin.x — 3.2Co£x + 3-2 
yx4^xcof.^=x^fin.x + 4xJ cof.x — 4.3x* fin.x — 4.3.2xcor.x 

* +4.3.^ firn X 
&c &c« 

quae iu funt fumpca^ utevanefcaùt pofìto x'=^o 

'- Scholim . 

Duo termini generalés »(;i-i)^»-2)....(»7^) x '»*-' ^;tf cof. jtf , 
& »(7f-i)(;r-2) ..}.;(» -;^)ar "*-*•' ^Jt fin.x -fencrum (A),-&; (B). 
evolvufltur ex.dtì(óDus funimatoniis * ' * / 

/«(;^— •i)(»^\2)..il.(»~^')^«<r-»^A?fin.>^, & * / /; 

'y»X^—'i)(;i— 2). ;....(«— /^)A?«-<j-'^Arfcof.Ar. fam .Vero' quando 
l^.=zn^ annihilatur fimul cum filo difierentiali integrale for- 
\nufae fn{n — i)(»— 2) {n — k)x^''^'^ dx^\tì.x . Licet 

. [aiiceqi in teodexxL cafii^^ =;ì2. aequet^r nii^i^q dificrentialc. 
n{n—i)(n-^2)..é.{n'-^k)x^''^'^dxco^.x] tamen fi inftitua- 
tur eìurdcm* integratio indicata per formulam fiimmatoriam 

fn{n-i){n^x):....{n^k)x^'k^dx{i~+^^ ...); 

2 2.3.4 ^ 

habetur p'fò intégrali quanJt'as cohfìans,/?(;i- 1)(«-2)...(^'-(^- 1)) , 

quae cft ipfa adiicicnda fgf ifi (A) , aut. (]B} , lU . cvanef^^^ 

pofito x=^o . Probi e- 
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Problema II. 



Formularam m" dx^m.n^ & «•</;tfcof.* integrale inverti- 
gare , fiquidem n denotet nuxnerum integrum negativucn .. 

Solutìo . 

Cum fit /x'^^fin.xrr— ; — x^-^^iin.K — f—i — ^-^^dncoùc 
^ nfi ^n+i 

patet neqae hoc modo per Aibftitutiooes pofTe haberi ic- 
riem , quae conftet numero fiaito termmorum , quae ex- 
hibeat valorem integralis quaefiti . VìJeamus ergo quae^ 
nam ex £briebus tnfinitis huoc vaiorem commodius expri- 

mant » Cum (ìt 

« 

. 2.3 2.34.5 2.3.4-5-^-7 

C4-— ^''^-* . -I . . +... 

»+2 »+4 2.3 n\6 2.3.4.5 »+8 2.3...7 

(i n fu Qumerus.negacivus impar, at^ue R /ìc" JxCia.x anni- 

hiletur quando x =: i ; habebitur facile per feriem conver- 

gentem valor conflantìs C. 

Si vero n fit numerus par negatìvus ; quo cafu in ferie 

apparet termìnus ìnfinitus — r, ■ r ■ :; tunc illiuslo- 

" o 2.3*4. ..•(- I -») 

co, qui oritur ex vulgari inteeratione formulae / — . 7 — r 

./ ^ * ^ ^ 2.3.4..(-i-») 

fubftituatur terminus ; t/j», qui annihilatur quan- 

2.34.. .(•!•») 

do xss I . Eodem modo cum fit 



• • • 



4« 

2 2.3.4 2.3.4.5.5 
I , I x^'^i . 1 x^+ r 

ni i w+3 2 ;i+5 2.3.4 

fumpta ferie ut iacet fi n fit numerus negativus par ; fi 
vero fit impar, fublìituto loco infiaiti termino logarithmico 

Ix : habebitur facile conftans C pofito quod 

2.3.4....(- I-») 

fx^ dx cof. X annihiletur quando ^ = i . 

Scbolìon I. 

Quando n efl numerus quicumque negativus unitate ma- 
ior ; iam patet quomodo dcterminetur commode conftans C 
annihilato integrali quando x=: i. 

* 

Scholion 2. 

Quando n ed numerus quicumque negativus unitate mi- 
nor^ ieu fraélus, aut pofitivus quicumque; annihilato inte- 
grali quando ;ì;=o; invenitur ipfa C=:o. 

Scbolìon 3. 

Duplex hoc loco problema folutionem poflulat; primum 
quaenain feries fubftituendae fint fuperioribus ad habenduni 
valorem integralis quando x ert numerus fatis magnus , ac 
feries ab initio funt divergentes ; fecundum quinani fit va- 
lor integralis quando m = 00 ; hic enim faepifilme inve- 
nitur finitus y ac maxime atrendendus . Nos praecipua fe- 
ligemus .. 



Pro- 



4* 

Problema 111 

Determinare conftantem A in aequatione 
= A + /Af + 7T+— [i] 

X 2.2 2.344 2.3.4.5.^.5 

polito quod integrale / ^ annihiletur quando xziz 



Schitio é 



dxcoCx Cin.x cofiA; r* dxcoix 



xi 



^ n puxcoux iin.jtf cola; /^ 

Cum fit / s: fz 

^ X X x^ J 

^^im.x cof.;i^ r ^^ ( ^*j.^* N 

~" X X^ J X^^ 2 2.3.4 ••"/ 

{\Ti.X cof.;if . ^ , I . . A^* . ^^ 

- + B + — + /a? + :; — ••.•[2], 

;c ^* jtf* 2.3.4 ^1.^^.6 

ubi B eft condans ingreffa per integrationem , quae debet af- 

fumi talis, ut integrale evanefcat pofito ;i^=:oc; poHtis in 

hac aequatione [2] loco •& valoribus ortis ex 

X x^ 

evolutione funéìionum fìn^:^ & coHa*; habebuntur duo ter- 
mini conftantes i , & — ; caeteri afficicntur potentiis ipfius 

2 

X. Collata itaque aequatione [2] cum [i] feu Ix cum Ix ^ 
& terminis ^ qui afiìciuntur potentiis ipfius x in una aequa- 
tione cum terminis correfpondentibus iifdem in alia; debebit 
effe etiam conRans A aequationis [i] aequalis terminis con- 
ilantibus aequationis [2] • £rit itaque ' 

A=B+i + — ; B=A-.i — — . 

2 2 

Affumatur • nunc in genere - ^ 



/Jxcc 



àMCoCjt fin,x coC« rm.ìt, cof.4f . ùom 

;v X* xi ^ X* xS ' 

, , .cof.A; 

— +2.3.4 C/i — i) — - 

x^ 

. +/^-3-*-'',-è:('+T + ^- ); 

^ubi ji ed index terminorum ante formulam fummatoriam , . 
& quìdem formae 4p exidente p numero integro . Evoluta 
formula fummatoria habebitur 

/diczo{.x i\xì.x co{.x Ì\Vi.x . cof.^i; , fin.Af 
= — ---2 — -+2.3 — 7+2.34 — - 
X X x^ xi x^ xS 

r COfmX 

— + a«3«4—-(M-0--7 + ^ 

A. " 



, fX f X- t~ X-* r- 

+ 2'3'4 Mi 7 ^ •» T -^ 

'^ '^«--/l 2(2~/i) 2.3.4(4--/*) 

H 1 + /* 

2.3.4 (fi — a)2Af*J 



X* , Ar4 



2^/i+i)(/x+2) 4(M+ i)(M+2)(M+3)(fzf 4) 
^ ....[3], ubi M ed con(lans ingrefla per integra- 

tionem eius conditionis , ut integrale annihiletur quando 
«r = 00 • Habebitur etiam 

/dxcof.x fin. « coHa* fin. ;if- cof.^i? . fin. a? 
ss _^2 ha. 3 1-2.3.4 — 7- 
;»? jp ** *i X* X' 

, . cof. X . fin. A? 

— +2. 3.4....(u-i) 4-2.3.4...U — -^ 

.coHa? 
-2.3.4....(ji + i);;qT 

£ 2 cuìus 



\ 



4-1. 

cóius" fecundi ■ mehibrl • formula runlmatoria evoluta dabìt 

N-f /^ + S, cxiftente N conftante notae conditionis , & S 

ferie terrainorum afFeélorum potentiis x. Pofitis autem in 

fin* X 
Jiac aequatione [4] loco tertninorum 2.3.4..../X — *— ^ & 

col* X 
2. 3.4....(/X"f' i) — 7- valoribus per fcries ortas ex cvolu- 

tiene ^\x\.x ^ Se cof. x : & inde eduftis conftantibus . & 

--— , atque additis ipfì conftanti N ; habebitur per fuperiora 

acquario M = N -| — ; i — ;; — : N = M — : — , 

/X+i /i+2 /Xf I /Xf 2 

atque cum idem refultet etiam quando /i eft forniae 4^-^*2; 
tandem concludetur 

Sit nunc fz =:;);=: PC ; evanefcent in aequatione [3] 
omnes termini ante M, tum priores ex fequentibus. Itaque 
funiendo terminos, qui remanent ad lacera ìpfius Ix ad dexte- 
ram atque ad fmiflram, confe^lifque duabus leriebus, habebitur 

/dxco{.x , III I . , 
=:A — I .... yix 
X 234 [L 

r \i{\i-i) Km— 0(m~^ Xm-3) ^ 

, \ 2A?* 4^* 

^ S_ J!l + i! 

> 2 (m+iXm+2) ^ 4(M+i>+-0(/^+3X/^t4) 
Quae duae feries affeélae potentiis x cum invicem deftruan- 
tur ob terminos correfponden tes aequales, & contrariis fignis 

,. , /'dxcoCx ^ 111 I 

, praeditos: erit / ssA-i- — •.... rtx; 

^ ' ^ X 2 3 4 /x ' 

feu 



feu ob/;tf=/a=:i4 1 4 f*....-! 






o 



A=o, 577215. 66^Qi 532^^0 ói^iii 0^0082 ^f 

ScbolìoJr I. 

• • t f • - . . • 

dx toCx' x^ ' 4r* 



/dx Cod Jtf ' Af ^ 



••• 



2* 2 2*3*4*^ 

quantitas Jir àflumpta fuiflet negativa^ atque coaditio' foret/ 
ut integrale' e vanefceret quando jirsr— oo; conflans A eua- 
àtm valorem eflec fortita^ ut facile calculum relegenti patet. 
Ex fupra di£lis etiam huiufiiiodi aequatio ita fcribenda erit 

/dx cof. X ^ . , . ^ * . ^"* 

■ ■ ■ — = A + * ±,x -* - — -f- 



« • • • • 



X 2.2 2.34.4 

obi fignuni^ quantitatis pofitae fub logantbmicQ ita debet ac« 
cipi, ut logarithmus (it realis. 

Se eoli on 2. 

Habet igitur conftaas A eundem valorem in duabus ae- 
quatlooibos 

I =A + /d:;r+;tfH + -^ — + + .... 

J X 1.1 2.3.3 2-3'4-4 

ràxC0{,X ** .*♦ 3C^ 

I -sA+Zi* \ ' !r^+-.. 

J X 1.1 2*3.4.4 2.3.4.5.5.5 

pofito quod utramque laterale aaailuletur quando ;^ =; ~< 

/ 



ScMim )«' 

Quatri poflèt etiam methodo fuperius tradita valor con- 
ftantis C in aequatiood 

--=C + /±^ + &C...C5] 

pofito quod integrale annihiletur quando x^s=^t&o; verum 

. /^dx{ìn.x CìtLx . r dxcof.x 
cum fit / = — f- / 

^ X^ X ^ X 

= + A + /+* + — : &c. ; . • . [tf], 

X 2. 2 2.3.44 

in qua aequatione conftans À fuperius inventa fatisiacit con* 

ditioni , ut integrale aequationis [6] annihiletur quando 

M=::too; iàtis erit comparare duos valores imtegralis 

/i/xfin.M* 
habitos ex aequationibus [5] , & [i5] . Educendo 

enim ex termino — *— = — 1 + -^-*— — + • • • • 

X 2-3 2.3.4-5 

conflantem — i y atque «am addendo ipfi A ; habebimus ae» 
quationem CssA— i. 



Scbolion 4. 
Sit nunc I valor 3 quem iuduit 

/dx col* X x^ 

— ^-^ — =A + /i^ — — + .... quando ^= I ; fivc fit 
X 2.2 

li- I 

A ' + f-, . .== I • PòGta aequatione 

2.2 2.3.4.4 2.3.4.5.5.5 

/dxco(.x ^ , . X*' x^ 
=A— lf/±^ + 
X 2. 2 2.3.4.4 

inte- 
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integrale annihilabi tur quando ivssi; prò hac vero fuppofii- 
tionc integrale erit =5 — I quando «r =: + oo • 

Scbolion 5. 

Aequatio [3] facile praeparari poteft utexhibeat valoretn 

integraiis J — , quando x eft quantitas fatis magna eo- 

dem'modo quo in fuperiore Adnotatione praeparata fuit feries 
(io). Quare in hoc argumento diutius non immorabimur . 
lUud unum advertemus quod fi in formula yx*</x fin. « nume- 
rus n fit par negativus, aut fi in iormìAdi fx^ dxcoLx idem 
numerus fit impar negativus; in iis cafibus per aequationes 
Problematis II. 

/x^ dx^\n.x:zz *''+"* fin.^ — f—. — 9^"^ ^dxcoLx* 
»+i ^ n+i 

fx^ dxcof.xd:z ^x*^ 'cofl *? + /-— — 9^+^ 'i/xfìn.ir 

/dx cofi X 
. Quare Iiaec for^ 

mula in analyit fatis erit obfervabilis • 

Problema IV. 

Pofito quod n fit quantitas negativa =?-T-r; fit autem 
r<2 ) & quod integrale fx^dxSm.x annihiletur quando 
:c=ro; in venire valorem integraiis prò valore x fatis magno ^ 
atque etiam prò ^=:oo« 

Solution 
Per conditionem Problematis habebitur 

[7] 



4V- 

{ 7]/*» dx fin.«= — - x"-»- * — — -. l-r-' « 

»+2 ?;+4 2.3 »+d 2.3.4«S 

fi.ie additione conlhntis. Ex ae<^uationibus vero Problematìs 
1. habetur 
[8]/j{"//xfin.«~ — «"coC* -f »x''~'fin.x-+-»(«-i)«''~*cof.x 

— •»(«-i)(»-2)x'»'~1fin.»f- - ♦ 

±«(«.iX«-2) («-(M-2))x"-('*V;^-, 

ubi fi ed index terminorum ante foxinulam famaiatoriam ^ 
& ubi adhibendum ed fignum fuperius fi fi fuerit forxnae 
4/> + 2^ vel 4/>-f-3 exiltente p numero integro- (ignum ve- 
ro inferius fi jbt fuerit formae /^p^ vel 4p+i. Scribendum 
vero erit fin. x fi /i fuerit par; &.contra cof. x fi /z fuerit 
ihipac • 

Si in terminis ante formulam fnmmatoriam loco cof. k 
8c fin. X fubnituantur feries, quae exhibeqt vaiorem cof. «, 
& fin. x; habebitur congeries ferierum infinitarum, in quibus 
ob potentiam n ipfius x vel fraflam vel = — i , quae afficit 
fingulos teroiinos , nullus ^pparebit terminus confians , ièd 
oniiies afficientur potentiis ipfius x. Eodem modo fi in for- 
mula fummatoria fubfiituantur (èries loco £h.^/ aut co£x, 
& integrentur finguli termini fine additione confiantis; habe- 
bitur feries infinita , in qua nuHus erit terminus confians« 
Modo fi aequatio [8] ita immutata comparetur cum aequa- 
tione {7] ; termini afFeéli potentiis iifdem fc iìdem elfe debe- 
bunt in utraque, deletis terminis, qui in [8] immutata fé 
mutuo defiruent. Ergo cum [7] in nihiium abeat quando 
^ = 0; in nihiium abibit etiam [8} immutata , in qua nem- 
pe loco fin. X , 8c cof. x fubftitutae funt feries , .& peraéla in- 
tegratio formulae fummatoriae fine additione confiantis. 

Si fumatur x=/^ = oo; facile apparet terminos omnes 
pofìtos ante formulam fummatoriam in aequatione [8] fieri 

infitìi- 



^9 

infinitefimós*) & qniJem {uccefllvé orrdlnum {uperiorum ufque 
ad ultimos y io qoibus coorergeotia deficit ob faéloretn ter- 

nini fecmentis = *-« -^ ss — x • Focmula ergo fammatoria 

kh evoluta fine additione conflancis dabit valorem integrai» 
/x^J9$fitL9$y qiiem iaduit io caiu x = oc; pofito quod in 
ipfa ^mula fiiinnmtoria ^raMur jui=«^b&<m>« 

Pofito ergo qaoà /x^d96Ìin.x aanihiletur quando msso; 
in^cafu /i=;aioz=:ffr cric , 

pera6{a ìncegratiotie in fecundo membro aequationis per fub(li« 
lutionem ferierum fine additione copftancisr 

Si vero ir = ;A-f-p^. exiflente p'fra£lione^ fit tantum 
cuaotìtas iàtis magna , neque tameo infiniu* termini ante 
formulam fummatoriàm conftitoent feriem fatis coavergentem, 
quae addita valori formulae rumma,€Qriae evolutae per feries 
dabit valorem integrali^ fic^dnfin.Ky qui quando x efl quanti- 
tas fatis magna , per aequationem [7} baberi non potefl • 
* ' Sumatur /x formae ^p ; erit 

Jii*^»^dn fin. I» = + «(»— 1 ) (»—i) ....(» — (/z— I ) ) 

" "• 3.3 2.3.4.^ -• 
. , . — \. 



t • • • 



|i + 2 2.3 »— /jt + 4 2.3.4»5 » — /i + <^ 

, — r . : 7 • • • « 1 1 ubi » cft index 

2.3.4. ...(2y — i) n — /i + 2y J 

terminoram , qui quando eft impar, adhibetur fignum fupe- 
rìus ; quando vero cft par , fignum inferius . 

G Si 
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I 

n 
si nunc in termino generali + . ~ , ■ ; 

fumatar ii'ssjbt, ac indlti|ilicetiir ine termmas 

per »(»— i)(»--2)....(»—(p--i)) cotffficientem feria 
habebimus termiaum' — — ■« ■ *■' *"-'T r^"* 

i ii- il — = , polito -quod fiat — . . 

(!!r-i)...5-^0Ll-^) (;,^(^^i)>-=Tj termini 

•vero ièqueqtes ad dexteram erant 
, T *» T «r4 j. ^ 

termini vero retrocedendo ad 'finiftram ipfius — •-- erutrt 

quae duae feries pofito quod fi fit aequalis ipfi *-, aut parum 
diftet, erunt convergentes , atque infervient fimul c"a» «rw 
pofita ante formulam fummatoriam in aeqwtipne ^oj ad ha- 
bendum vàlorem integralis > " ^ fin. * quando x eft quanti- 

tas fatis magna, \^ r -ft « i,. 

Quando * eft adhuc quantitas finita ; Tcfies finiftra ha- 

bebit numerura finitura terminorumj feries icpro dexira fem- 
per abibit in infìnitum- 

Sit hunc i»=jyt=«c. Cum in hoc cafu fit -. ^ = i J 
(ft— aX^~j; _. j j^^^ |.g^^j ^j dextram fiet 

-Z__JL+ H Scc. .- . . feries vero ad rfiniflram 

»+2 »+4 »+tf T 



T T 

■f- '— &c.i.'» Quare valor iotegralis prò» 



«^ • • 



pofiti j qui ia cafa ^ = oo» definitur per folam formulaoi* 
fumtnatofiam , habebitur per aequationem 

< — — ( «—..»► 

,*»2 — » 2—» 4, — » 

€xiaentcT=r— / — -^ — C . - > ^ (»~(/t— i»P-'^ 

Cam autem io T coefficientes »,(»— ^i), (» — a), &c 

Bfque ad ( » — ( M — i )) iaclulìve fit nomerò . pares , ftrat 

enim ii , qui numeras fumptus e/l iformae . 4^ ; erit T quan- 

titas poficiva. 

, „ r I , r f'U^'^àk 

Sed elt h — —^;, ,,.=*# — ^; 

o:\n 44.» d+« •^ i+ifc* 

pofito poft iategratioaem » == X ;. 

«»■</* fin. «ssTy ^ 1/»; pofito goffi, 

ÌDtegrationem- tre: i^ 

-, /^</«(ìn.ii 
attentionetn meittur fennuk / 




/ 



— - — bC;9=s-^ I ; erit cius valor w 
G ^ cafii 



* 

cafu « = oo cxpreffus per T, J: l ? f 

*• 3 S 7 

ied prò cafu /is= — i eft T==:i; ed autcm 

I H (-.«..= — ; Erit ergo in cafu xssoo 

3 5 7 4 

=s — pputo quod prò cam «r :;;= o ut 

— ^ =5 o . Qaod ctiam refultat ex aeqaatione 

xU^^iTi.9,is^T J — r^^^^ du, quae.fit 






CoroUarlum IL 
dxco[.99 r*d^tìn.é ^dxe^'^ 






X 



— ìk - ^ ^ ^ 

int^rentur fine additipne . conftaotium per ferìes) quae exhibent 
valores ipfias coÙh, fin.«, Se e"*; erit in cafu nssoo 

/ii»coCx , X* , X* x^ . 
=/* 4- — •■ — —.———- — h...s= — A 
X 2.2 2.34.4 2.3.4.5.5.5 

/éitiQa,ti xi , xs x7 ^ ie 

X ~ * 2.3.3 2.34.5.5 2.34,5.5.7.7 *"■"" a 

/di* c^*- X* x^ *♦ 

X ' ^2 2.3.3 2.3.4.4 



CmUéfi 
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Corotlarìum HI, 

Sitif — •— -l.; 't " -^ ' . *— ' ^ - 

' s= •*■ -r , ac proinde 

24.5.8. .• 2fl 2.4.<$.8.,.. V^2fl /2 ' 

Itaque cum (ìt per Theorema Wallifiaoum 

* 2.244.0.0.5 „ ' 2 . 1 1 

7-= :: —; «m t=v^--x-7-=/— . 

I ^ ■ JL' 1. 

Uunc at UtegKtur / r— A, fiat «sex*: erit 



«— 2»/t+«« i+as/i 

a/x^XAictang* —; Et quoniam furai debet u: 

àc proinde etiam * = i : erit /*? </« ss 

«^ i+«» 

i/i . Are 22* 30' -f- 2/2 , Are 6f 30'= ff / 2 , 
Ent ergo tudem / — - — s/2^. 



1* 



A^ 
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Pto^Uma V. 



Polka quod n fit quantitas negativa ^S'— r, fit autetn 
r ^ X , & qaod ìategrale Jx* dxcoix annihiktur quando «=:o ; 
in venire valorem integralis prò valore « fatis magna, ae 
infinito. . • 

Sdutto .' 

Ex condmone Problematis habebitur fine addinone 
conftantis 

Ei^J /«"^«coCiiss--— **-+* 7— • + -T^ 

«TX «TJ 2 »+5 2.34 

I. «"^^ , « 

atque ftem ex aeqaarìonibtis PrebleiBatls I.. 
£10] y«" dxco^.x'ssix'' fin.;r+wif*~"co(r*«-»(«-i)flr»-"*lui.Af 

— »(»— i)(i» — « ) « «~l cof. n 4* ....... 

+»(»-i)(^-»).:..(«-ftl-.r})/A,-M^^U 

«bi {X eft index terminorum ante formolaoi fummatoria;!! ^ Bc 
ubi adhibendum eft fignum fuperiuS) fi /i fuerit ibrmàe 4p4-i> 
aut 4/> + 2; fignixn vero inferius, C /x fo^rit for«tae 4^^ 
aut 4/>4-3*^ Scribendum vera erit fin. Xj fi ft.fiicru impar; 
€o£ ^^ fi par. 

SI ÌA aeqjiatlone [io] int^retur formiira fiimmatorià 
fteundi membri per fubftitationem ferierum fine àdditione 
conftantìs; evanefcet ìpftitA lecundum membmni in ca&xx^ày 
qmc cafu evanefcic edam aequatia [9]. Quod eodem modo 
demonftratur, quo fuperius demonftrata fiut evane£:entia fii-r 
nwltmea aequationum [7] , & [SJ * 

Si 



ss 

sì fiioutàr «sajxàsoo; evanefcet in aequationc [io] 
lèries iècandi membri ante formulam iùmmatoriam ac prò 
inde erit 

peraéla integratione per fèries fine addltioùe .coaftantis. 

Sì vero fic x ^oandtas iàtis magna- finita sifi-fp; 
erit convei^ens feries ante formulam fummatoriam, quae ad- 
dita (èriei ortae ex int^ratione ipfius formulae fine addi- 
tione conftantis rdabit ìnttgrzìà /x" dx^oCxy quod per aequa- 
tionem [p] haberi non poffet. 

Sumator fi formae 4^; erit 

.+^»-iX»-»)-(»-Oi-.))l— 4^ --.— fj 

2.3.4 »~ft+S 2*3.4...(>y-2) »— ft+(2yi; J 

ubi y eft index terroiaoraitt; qui quando eft impar, adhibetur 
figoum Tuperius; quando vero eft par, figQum ioferius. 

Si nunc fumatur 2y=E^* terminus generalis du6lus in 
c^efficientem feriei dabit terminum 

n (n-i) (if-2) (»-(ft-3)) (v-(pL-%)) (ft-(il-z))x^ 



• • • • • • 



1^3 |t— 2 X . fi— I 

. V 

qui fiat ss ; emnt termini feanentes ad eias dexteram 

V 0» V ^ ^_^ 

termini yero retrocedentes ae finiftram 

V (y-sXft^ a) V (M-5)(^-4Xfi-3XM-2) 

if — 3 !«• »~5 *^ 

quae duae feries pofìto quod jyt fit aequalis Xy aut ab ea 
quantitate parum diftet^ erunt convergentes , atque infer viene 

fimul 



5^ 

Cam ferie praecedente in ae^adkxMl [io] acl habencàm» 
integrale prò valore x fatis magno» 
Sit nane ;if^fc = oo; erit 



fx'dxmU=v\ 't' 't" ^t" 



♦ • •• 



♦ • 



eft autem — ; r~ + "~i— '^•••^=^/ — 7~r 

1+»^ 5+» 5+^ •^ I +«• 

— + — — —.#•►=/ , 

pofito poft integratioacm « =: i • Quare erit 



ii* + i»'^ 



•^ I + » * 



</ii 



ScboVton l- 

4 

Cam fit V = ^ . (Ti) . (:L-ìI. (^t.?».. W!f:2»(»<,. .)>., 

123 jyt— X » 

fit vero in fuperiore Problemate 

= JL. (i-i). (ri).... (!L(e-»(«-.(,^ ,))^'; 

fumpto utrinque |x formae 4^ , atque a; pofitivo y erit tani 
V, quam T quanti tas pofitiva, ac fumpto ipfuper 

*=(i=roo, erit V = T=» 

-.^^ i.^ -..« >■ u"^'; obi fx lam poterit effe 

12 3 ^+1 

oumerus cuiufvis formae 

1 
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CoroHatìum « 



Si fit »=s-~; erit VssTss/— (GQfolL3.ProbLIV.); 

»' JL «^-! 

Erit ergo q^nando ;ir =: oo , / — - — ss/an-aarf — -- — 

Sotutio ProhUmatis Euleriani per fuperiora •r 

Ut apparent ufus tnethodi nuper traditae, iuvat revo* 
care ad formulas fuperiores Problema propodtum ab Au6lore 
in Addit amento de Cmtvìs Elajiicis , quod fubiunxit praeftan- 
tiffimo Operi Metbodi inveniendi lineas curvas maximi ^ mi* 
nimive ^roprìetate gaudenfes . Ibi num. 51. hacC habct . 
,9 Noa exiguum Analyfis iacrementum capere exidimaQda 
,) cfit^ fi <|uis. methodum inveniret , cuius ope iàlcem vera 

dx fin. r , & 

T^a a- 

/ss ^ 

ds coC T— «- afligiyu*i poflet cafu quo s ponitur infinitnni y 
2 0-4$ ^^ 

^ quod problema non indigoum videtur^. in quo Geometrae 
^ vires laas exerceant ^. 

e t étmSt 

Munc pofito — — =s«y habebicur s:s:aV2ìi: Jssa-r- i 

^ Zita ' y •!* 

ac promde A/i un. — s:— / ^; 

fdsvìi. — =-T- /^ — •^-^, Cum ergo- iti cafu w ss oo fa ora 

H mVcttè- 
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invcncrimus / — • — as/ cB\/*2)r: «nt la caiu 

ss /^ . ^ tt 



itcm infiniti / i/j fin.— su/* = /ds coL 



zas ^ laa 

ObfervatioHes in vatorem T pojlso fi 

■ 

Cum va!or log.T exhibeatnr a curva ^ quam Eolerus 
appellai fatis memorabileai ^ eius confideratìo non ed hoc 
loco orni t tenda. 

PofitO) quod fit n quantitas negativa = — r, fit aii« 
tem r < I ; /i=:ae> habebitur ex fuperioribus 

r (i+r) (2+r) (j+r) (f^+^).,.-HP 

I 2 3 .4 i*+i 

five ùi€to r rs I — I» ; erit / 

(i-w) (2-1») (3-m) (4-w) 0*-'")«- 

1234 1" 

Modo ù ut mssi ; per(picuum eft foce Tsso 

iw=s- ; deinóiiftratam eft fore T=zV — 

mssQ ; per/picuuòi eft fore T=: i 
Ad perfpìciendos v^lores T prò valdribas 'interniedìif 
m habebitur 

Il I 

^ '' 2 3 4 • 



+'(->'— r-T(T/-fCry-7e- 



• • ••' 



'+/(3-»>/3=----(-)--(-)--(-;-.... 



4<^ 



•*« 



f«A* ssfi»//» Suinptis 



S9 
^ortiolìbiis, cwn fit 



iw/u:=«(i4'-^+ — 4 H....-I — ì— wA, cxiftente 

^ 3i 3 4 M^ 

A:¥=0) 577^iS'>*** ^^ iùpra; lubcblt^r 

— m A 

3 L 2» 3» 4? 

4'- '24 34 44 



•• • r • 



atqoe ita jq mhaitaar* 
Ex hac aequatìone apparct /T fbre femper negativum , ac 
proÌDde T quaotitateai frafhm , quae prò ralaribus interme^ 
4iis ipftus m habebit valores ÌQtermedio&# 

None vero videamos quomodo /T cxhibeatur per qua* 
draturam curvae Eulerianae» 

< Au3or in Opufculo, cui citulus: DìÌm:ìdatìone% in Co- 
pha poftrema Calcuti mei Diffftcnrialis de funRionibus inex^ 
plicahihtusy quoè «imo editum eft a Q/Speronio in Tua 
cdlt. /Ticinenfi Calculi Differeutialis EuVi^i i^^^ ^^^^ 
yìt curvam huius aequatioQis 

^ X+l 2(^+2) 3(^+3) 4(^+4) 

ubi quotiefeumque prò x accipitur numcrus integer poficivosy 
f •xprimitur finita per aequationeiir 

2 3 4^ « ; . 

fi vero X fit nuaieras alius qutcumque; fuaflio ipfius x er- 
prefia per aequationem (U) eft inexpUcabilis • 

Quadratoram vero fam curvae iaveuit oer aequationem 

H2 . (P) 



K* 



de 

(P) i^ifafr* ; 

+ — CiH — -i +—:+ . . » .) = + <^> 170581. «« 

4^ 84 34 44 y » ' '' 

4"&c« in infinitum. 

Erit itaque lT=^^mA^/y4x funipto poft integratio- 

« 

Liceat mihi hoc loco nonaullas cyphras ia AuSorìs 
calculk ad Terìtatem dedacere. 

Quaerit Au£br la aequatioQè (P) valorem iat^rali^ 
pofito »^s 1 1 ac per quaedatn artificìa illud reperir =: o ^ 
577ipo. Eft aut^n revera =;o , %yjii^... fivc =A nu^ 
mero iatn faepifTiiDe confiderato. 

Nata relumatur quadratio kuius carvae. Cun efjo Ct 

i+— + — +— + — +&C 



&€. 



;i?-t-i ;if+2 ^+3 «f+4 ;if+5 

in qua aequatiooe anQihilaQtur fimul Xy 8c y; cric 

I I I I 

y^i/x =x Conft* + ;r H 4p-| — x-| — * + — x + 8cc 

-/(;.+i)-/(^+2)^-/(^+3)~/(Ar+4)-/(^^ 

ubi cum ita Conftans determinar! debeat. ut cafii ;cS3<» 

« * ' • 

area evanefcat^ integrale ita rite exprimetur 

a 3 4 5 — ' 



tri 



■>'0*t)-<'*t>'('^ì>^ 



ic pofito « = X «rie ... 

fili. t 

fydtti-ì i h— •< — + H — ■ 

a 3 4 S « 

./,^/i.W±-/i.-/-l~ /.^ 

libi » eft -nuiaerus ìrifinitus; Iiaque erit 

2345 » 

1 + — + — + -^ + — + .-«+• — =/• + A. Erit ergo 

* 3 4. S . » 

|Ìofito X = I valor integrai is /V^jir ==: A . 

.Idem refultat ex coniìderatiooe alterius iRinélioals ìnex- 

plicabiiis S^ 1. 2. 3. 4. X y qoaih Auélor examiaai ia 

czemplo fecundò §.384. Calcoli Different. Fare II. Gap. XVI. , 
pto qua inveoit aequationem 

/S=: — *.o, $77ztStf^4^oJ5325 

» \ »• 3* 4' 5' } 

3 \ 2 J 3 J 41 s» 

+ -**('+-T+^-,+-.^r'+ • • •) 

pofito enim x^szi ; quo fit cnam S =b i ; erit /S ss o , ac 
poinde o, 577^1 S^^4PO^S32$ Sequoie integrali aeqaacio- 
ois (P) in eadem ruppofitione x^=^ i . 

Inde ettam fequitur^quod rufflpt0 4rss*m€rk-/St=/T; 

ac proindeS =•;=: 3 ^eu ^ 

» » 5 P- 



i§ 



*1 






\ » 



Ad calcem hiuus capicis §^ ^55. haec hab^c Au£lor 

de formula / , ^ ^Cacteium omai atteatiooe digaum 

' » "■ 

„ quod hic oftendlmus y fortnolae iotegraiis y — 31"^, ^^ 



>> rem cafa »±=oQ tam coociaoe eiq^^runi ut fit 






r ^ 

.^ » 

,, cuius detnonftratio aittt per tot ambi^ ut addru^a me». 
„ rito fufpicioiKtn excitat e^m via multa fàcilióri confici 
,, poilè, etiani0 modus oooduo;' perf^ìciatur , Id quidem m»-, 
y, mfe(lum ed iiaoc demonftwtioafin ex ratìòne tinuutn aa-'. 



„ gulorum multiplorum peti oporcere; & ^uàaiatn ia ii^tco-'. 

^^ duólione fin» -~ ;r per produAam» iofinnorum £^orum ex- . 

yy preffi y mox videbimas inde candetn ventatem miiTto faci* 
yy iiu9 deduci pofle <^ etiamfi ne hanc qiudetn viam prò ma^ 
yy xime naturali hamri v«lin»^. 

Via maxime oaturaKs haiec. vkferi poteft y quae ed 
hreviffima» In lotrodu^ione in Amly^ni: X&ftait. JLib. L Cap^ 
X. %. i8i. ibvenit Auftor efle 

-, w>r'^« 'im-iFTim. 4wr-*i»»r Mtt^^mm^ iì^it-mm, 
nm. 



n 



+ 2m 
^^^^ _ 



Bft 



Eli tuMm /^ijsp/ _ 

(l) C+-^«"»-«r ^*"-»«-f'-^«'"'^~..., 

ubi C ita fiimenda eft ut pofito % = o fèries aonibilecur ex 
coadkione, quam Euleras poftiit ($• 35i*)* 

£ft rurfus 

in qua^ aequatione nulla conftans additar , cura prò valori bus 
pofitivis w, & » (§.351. & 77.) pofito a2:S0 feries 
I0(à annihilecur. 

Od (i) = (2) habebitur fumpto ««se 

I» — m Zfh-m ^n-m jfji-m 

= 2. L_+.i _£_+ > 

w »+>» zn^m |»4.m 

ac proinde C=: 

«fin. — 


Cum vero ex conditione Eden (f j^r. 8c 77.) fit 
»»<»; fi in aequatione (i) fumatur « = ©0 habebitur 

» 
qood erat demoBftraodam . 

Scbolton. 



^ 



1 



*• f 



• - • * 



• 



• 



Eadem iàciHtate defiaitur cafii « = oo «fife 



«\ 



tang. — X 
n 




K w-»— 1 d» 



/•««-ir-.^,(|+K-» + «— +«'^J''+— ) 



j»w— »— » —1— - aiW"*" 



uhi K ita fomenda eft , ut mtegrale evaneCat poffto « = o • " 

^^^-« +W+» +«+2» ^W+31». 

in qua aequatione nulla conftans addenda eft. ^ , 

Ob (3) = (^ haBeBitur fiifflf to at=..i 

III 
m-i» m-2» 1W-3» 



'+_i.+ J_+-i- + 



• • 



tu m-^-f^ m^m ; "w^S* 

* > 

"^"~«»— iwiw 4»»— w» _ ^ntt—mm 
feu K = —-^ ( inwo'J- i» ^naly^ Ini Lib. I.Op; X. 

utang. — ff j 

§. i8xO- Qpa« «^ aequatione (3) pofito *=^^^^^' 



6s 
. ■ sa K,=5 — , quod Theorema 

l — »" m 

n UQg. — ^ 
n 

conibciatur Theoremati Euleriano. 

Adnopatio IV. ad Cap. L Sc^ IL Voi. ì. 

Xjl^ §• 431. propofitam aequationera difTerentlalem 

aydx'r^xdy+x^y^(7y^d9$+Sxd}f) =3o 
dividendo per xy^ K adhibitìs fubftitutionibus jr^y^ssr; 
x>y*'±^u transformat in aequatiònem 

miCy ~ ^ . Jk€y ~ ^ . 

cnius aequationis integrale efl 

> » 

f yn->Cm An-^Cm' 

^«/-<^ n-Cn» 



+ 



«bi tanmim fuperefl jàV refUtaantur valores ty 8t u. Ddndè 
notat yy fi fucrit vcl ^n — BmzsLOy vcl a.n — tfm=:o, loco 
inbrum- membrorutn^ ve! h y vel tu fcribi dèbere ^^ . 

Notandus vero eft etiam alius cafos y ' in quo aequatìo^ 
integralis non exhibet valorem^ qui (àtisfaciat aequatiotìi dif- 
fertntiali oropofitae;. qui^ tunc accidit cum habetur «^-^7^ = 0^^ 
quo in caiu. variabiles / , & n haberent infìnitum prò expo- 
nente. Sed in; eo cafa pofito azzcy^ eA e:=zc8 ; ac proinde 
aeq^iatio difierentialis propofita abit in fequentem 

cui aequationi iatisfacit aequatio i^'"^''^c=:o ; tum alia 
y^ydft^indyszoy cufos integrale eR yx f z=: CònR. 

Ad §. 43 3.. propofitam aequatiònem clififerentialem 

ydyi'dy{a-^ò)t + n-)iì«)=syd'ìi(c-^tt)t) 

I per 



^6 

per fubflìtqtionera u:sj— redaclt ad repafationem variabi- 
lium, perveniendo ad aequatioaem differentialeni 



(44. ^M 4. ntix) (c^wi) u{na ^ ce — èc4.(è — ir) u ^ uh) 
cuius intcgratìo per logarithmos , & angulos ab(blvi poteft. 
Subdit vero: ^ Cafu autem hic vix praevideodo evenit ut 
,, haec fubfiìtutio ad votum fucceflèrit^ neque hoc problema 
^y raagnopcrq iuvabit^^. 

Non apparet, cur Euleras fuurh problema coQtempferit • 
Nani 

L"* io eius aequatione coQtiaetur acquatto 
2AN1/M — AMi/Ne:M(Mi/N~NrfM)-2NJN, 
quam adhibet prò conditionc iutegrabilitatis Gap. IIL §• 4p8# 
quam cum ad hoc problema noa retuliflet, ait ,, quae cum 
^y in nulla iam traflacarum coatineattir videndum eft quo» 
^ modo trafbbilior reddi queat ^« Sane fi fiat - 

N5=/; Mssx; Acs — x^ss— r; «=: ; habebitor 

Sitquztìo ydy^.dy(t:f4.nx9$):=iyd9c(c^nx)y quae eft ipfa prò- 
bkmatis fà£to a:^o^ 

ir Ipfà aeqoatio dy(y^A^BV^CVV)^CyydVz=io, 
quam §• 4P4. invenit ìntegrabilem per multiplicatorem 

continetur in aequatione §. 433. fi fiat A=4;B=*;C=s»; 

jtfdnoìatìo V. ad Sediancm JIL Voi. I. 



XN hac Seélione , cui titulus : De ref buttane tequatto- 
*>um differentialitm , in quibus dijf cremi «Ha sd plures di- 

mett- 



6j 

menjiones ajfurgunt , 'Oeì adeo tranfcendenter impHcantur ^ 
quatuor probleimta poni e Au£lor; quibus concludit Se£lio- 
nem tertiam , ac Volumea primum his verbis : ,, atque huc- 
yy ufque fere Geometris iu refolutione aequationum dìfferea* 
^ tialium* primi gradus eiianinum pertingere licuit ^ « 

Cuoi vero Celeber» Petrus Paoli òiim auM tne in Ti* 
cineoTi ouoc in Pifitoo Archjgymnafio Mark Prof* occafioiì» 
cuiufdam elègantis Probìemacis Optici ( in Opufc. Analyt» 
Uburm iy%Q^ OpuTc» IV. ) Incidiìtet^ m Mquatiónem 

fg d y — •«» y dK 

— ; T — T-: : — T ^^= I ; quam videbat per nuIUi 

ex metbodis Euleriaois integrarì poiTe;^ excogitavit fubftitii^ 
^ionem quamdam^ per quam non folom propoQjta fotmula y 
fsd infìtiisae aiiae reduci pofTunt ad ' feparaeiooeai variabiUum^ 
atque adea adr ietegrationem^ ex qua oos adhuc ntegis gene^ 
rales fbmmks elicienai»» 

Quantiiai vera mctliodiK fiibft^ta tiobum , atque ^ara^ 
tionìs variabitiilm excoli debeat in reiblutione huiufmodi 



aequatiooum differeotialian |. in quibus difierentiali^ ad piures 
dimeniiones afiiirgaM, vel inde intelligi potefi qqod Euie- 
ras, cui adea opportuna videtiu* methodus multiplic^éori^ prò 
integratiane siequadoauiit di<!^rentialiiinfr {upu metitodum fe^ 
parationis variabilium ; de hìi acquatiooibus haec babet §• ó'/j^ 
yy Aiterà veta * methodus , qua fupra ufi fumus , quaerenda 
^ £t6^oreai , qui aequationen> dififeròntialem reddat per fé. in*- 
3^ tegraUlem hk piane locum non habet , cuoi per difieren- 
^y tiationem aequationis finitae numquam diiSèrèntiaha ad pio- 
yy res dimenliooes exfurgere queant ^ . Proponatur ergo in 
genere ^ 

Problema ^ 

Invenirc Ca&s •. in quibus aequatio ^// ■■ , — r == X •^ 
exiitente X tooaione 9^^ 8c y reduci poteft ad {èparationcm 

I 2 Solution 



a 



SelutU* 



Fiat cBiB CL Paoli ,, « =«», y ss »/(i — s * ). lam 
'„ il P eft iìindio varìabilium », & «, ia qaam per prae- 
^ cedentes fabftkutiones vertitur X; aequatio propofica ia 

— m*Jm 
„ ttit comparata -— • — , . . ., r-r — r = P. Fiat 

dzxszpdu^ eritqae — -—- — --i— - rs P , five 

• («»/>' + '"«*) 

i/« PV(i— «*) ,, ^. « ^ . 

« ^=-r-=5 — TT ;rT. • Tiat aunc P=a«0, ita at 

habeatur -r-as ^,/ ^ ~t> ac fiat rurfiis -Tr-%r— ^ VZ , 
</» «•(i-Q.*)' V-(i-Q«) ' 

libi V eft iiinétio ipfius «, & Z eft funéìiio ìpfius x, ita ut 

V« d% duV 

habeatur O ss : kabebitur ■ 

ubi variabiles font feparatae* 

Cum ergo per lubditutionem «a3i^x;pfs=«/{i — %ft)^ 

«^ 

habeamus i»*=rjf*+y*;«*=r — ; ^ ac poffint ieparari va* 

riabite cum P=_|^^_; ... poteruK fef«ari i. 
aeqHatioae propofita cum erit 



vel per coavctiìoQem variabilium£MSb/i=««^«s=ii/(z-«'), 
cum cric 

ve*» 



69 



habe- 



• (t+Fs/(.'+y)/Sj^^P 

Sì in aequatione (i) fumatar /, \ -rr = i 

bitur cafus primus CL Paoli; fi vero in eadem aequatioae 
iiunatur F, ^(»*-f-y*)sBsi, àabebitur cafus iècundus^. ' 

Notaodun vero eft prò kìs aequacionibas io genere, 
^uod CL Paoli notavi e prò Tua 

^^ y^ — 'zs:i^ qua contiqctur problema 



opticam ab co aflìimptum currae aequalis ìnceoficatis luminis 
reflexi. Animadvertic illp quod praeter aequatìonem integra- 
lem {n^^y^)*:=^2kxy^{y^--M^)%r{i — k^)^ quae reiùl- 

tat ex integratione formuiae — :; — rr=— ; r rtflì- 

tuendo x j Tk y; fatisfaoìt problematì etiam aequatio circuii 
i»*+jr*€=4*. Tea prò cafii peculiari »^+)f*=:i y quae «oa 
videbatur erui poflè ex differenciali propofita, neque contiae- 
tor in integrali completo • Quod cum primum iile collegiflet 
ex condicionibus geometricis problematis optici; poftea docuit 
obtineri ^rìam ex diflfèrentiali propofita transformata per fub- 
ftitutiones, fi nullus ex eius fa^oribus negligatur. Nam cum 
aequatio propofita per fubnitutionem :6Z^uz; y=:uV*y^i-x ) 
primum transformata fuerit ia 

ddòde per aliam fubftitutionem pdu =: d% in aliam 

Vàxbil^OT duy per quem tota aequatio poteft dividi; fed prò 
una ex radicibus liuius ultimae aequationis fiat dui=.o*y ha- 
bebitiir «=:if ; u^zA a^^H^ -^^^ ^ quod valet prò cafibus 

omnibus 



oninìbas ia quibos aequatio {H-ppofita reduci poteft ad Tepara- 

tionem variabilioin per rabftitutionecn Ùl Paoli. Icaque fi 

R = o fit integrale completum ae^aationis 

dx W du 

^TTf rT=*~~^"> «efolutio niaas coai|^eta problematis , 

Zvr(l — %*) U o IT r » 

prò quo habetur aequatia dif&rentiatis propofita fisp^abilis 
per eafdetn fiibftitationes , habebitur per aeqoationem 

Neqiie taiBea adhuc prò omniao completa habenda erit. 
Nam cum acquatio (}) per iùbftìtucioaem dusafd» transfer- 
metur in fè<]aenteni 

hac dÌYÌ£i per d% aàbat d>tinecuf 

i»>r(i»»--F») d» 

prorfus ut fiipra; quare in idem kitegraie completum R=:o 
devenimus. Scd cum aequationis (5) radixi fit </s=soj; inde 

habebitur & = ^ ; %} ssib * ss — r*— • l unde habetur 

yss±M^ ( — r~^y > '^^'^ ^ aequatid pea line» rida quo^ 

ties t efl fraglia. Itaaue ma^ adhuc cojsplea èst iòiiuti», 
fM-oblematis per aaquationcm. 

— n — ) ^^ 

beat novam /blutionem problematis optici curvae^ ex cuius. 
puné^is omnibus lux aqque iatea&i refieÀaeac po(ko< quod fit 
lucis intenfitas direéle ut finus anguli incidentiae, ;uqué io* 
verlè ut quadratum diljantiae a pun^ zadiaote; inde- patee^ 
quod fà£K> ^ ss o , quando m efk aequafis: diftanriae y kx. qua 
fit lucU intenfitas ss i habemc ^ == i , ac proinde lèmpeir 
y^o; ttfkle (èquituc lioean» r«£lafn tranfire per pun^hun 

radians. 



fi 

Tsidians. In hoc aùtem caio halit cft prò omifant psaiSót 

lucis reflexae intenficas^ quo ipfo habito fblyitar Drobleiria. 
Sed edam fi fit ^ < x cum y > & « fimo! ànaibilentur ad^ 
huc re^ tranfibit per puoé^um radiaas , ut fatisfiat condi* 
tioai problematis « 

Si fiat convcrfio variabiliam ^ adliuc habebimus praecer 

«»4-;'* = i»*; — ^— rrn^, prò circalo & rcfla. Adco 

ut in genere praecer integrale aequationis transformatae ubi 
variabìles funt ss, & n; hàbeantur etiam novae folutiones 
per aequationes %:=^;iys=:^« 

Itaque r^ula habetur etiatti prò aliis aequationìbus dif- 
ferentialibus , quae ad integrationem deducuntur per transfer- 
mationem variabilium • Sic in genere, aequatio diflferentialis 
P^^ir + 0.4^ = 0, ubi Py Se Q^ funt fanéliones «, &/. 
Sint autem ^ 8c\u tales &ù6lioae9 ipfàrum n , & >> ut per 
earum fubftitutionem aequacio fdx + (^dy ^so transformetur 
in aequationem Kdz -f- Sdu ?= o , ubi R^ & S iara funt funéiio* 
iies ipfarum %y 9c u ; aequatio vero Kdz + Sdu ss o fit 
integrabilis • Praeter fohiMonem y quae oritur ex int^raii 
fauius aequationis rurfus transformato in funólionem x , & jf ; 
aequatio F^/n 4*Q,^> = o fortietur alias binas folutiones 
ex aequationibus xziza ; uzsst ; pereas enini habetur 
dz=:o y du:sso y ac proinde R^as -f*S^»3:o • Quod 
fi forte aequatio ?d:i + Qdy:so etiam per fabftitudonem 
novarum variabiiium ^^ 8c ^ ad integrationem adduci poflet 
ope aequationis traosformatae Mdp + fi dqszo; ubi M , & 
N funt funAiones ipfarum py Se q; adhuc duae novae folu- 
tiones problematis haberentur per aequationes p:=zc; q =s/; 
exiftentibus conftantibus c^ 8c /• 

Cuin ^ ^ . fit perpendìcalam deniflum ab ini- 
v^v * T / > tio 



7* 
tio abfciflàniiii in tangentem- curvae; ut vero V(«*+/^) 

radius veélor; ac ftt -rrT". r cofinus angui! radii vefto- 

ris , atque axis abfciflàrum ; -— ; — ; r finus eiuTdem anguli ; 

apparebit ex aequatioQÌbus (i), & (2) quibus conditlombos 
reuuonis ioter perpendiculam , radium veélorenL eiufbue fiiop 
éliones ) ac fun6liones finus aut * cofinus anguli anomaliae ha- 
beri pofUt pjer Cubili tutioaeo» Paoli acquario curvae^ 
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mm 



EtraPa. Corrige 



Pag, 5. /*». 7. adde i»fine lineat^ (3) 

li/h 8; adde in fine lineae (4)- 

ti. Un, 15. SS*' • • ♦ • 5»J. . . 

(«-i)(»-3) (»-2X«-»> 



xj. kn, 2t ' • • •- 



3n) 3») 

(»-2)(»-l) (»-2X»-l)« 



»• • 



Un, 18. fumantar ^ . . . . fuxnmantur 
17. /«». anfepen, coolèri . ^ . . ccnferi 

,. /• j 3 3 ' J 

22.. II». S. a/cena, — -j-» "t •••• """• "T 

3-5 3_ 



•■ • • • 
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ADNOTATIONES 



A D 



CALCULUM INTEGRALEM 

EU L ERI. 



«Vi 



■r 



Adnofatìo altera ad Cap% IV. SeS. L Voi. L 

Evolutio completa formulae integralis 

/ ( x^ ± x g ) dx 
~~ Ix 




Evocemus ad methodom Tuperius traditam ìa 
Adnot. L ad hoc Caput, formulam Euleri T. XX. Nov. 
Commenr. Petrop. pag. 59. Ibi AuRor haec habet: ,, Cum 
^y nuper inveoiifetn integrale huius formulae difiereocialts 

\y ^ ■ - — y fi ita capiatur utevaoefcat pùfito x=io, 

]y tuta veto flatuatur ^ =a i , acquari huic valori / -jTj- : 

3, haec integrano eo magis artentiòne digna mibi videbatur^ 
^, quod eius veritas per nullas methodos ha3enus nfitatas 
yy oftendi poflet • Quamobrem nuHum piane ed dubium , 
yy quin ea plurimum in receffu habeat y & ad multa alia 
yy praeclara inventa in Analyfi perducere queat ^^ • 

A Hafle* 



Haflenu* i 

Sed non fofum facile véritas iiuiits rategrattoni^ Eule- 
rianae per methodum fuperius tradita m oftendi poteft prò 
iimplìci cafu m=:i ; verum etiam habeotur feries ad exhi- 
heBdufn valorem utegrali$ prò quocumque alio valore ipfius.^* 

Nam fafto x^^^ :^z ; faabettir 

ubi cft A= 0,577215 (^54901 532860 tfi8ii2.« in terw 
mino v6ro /^/^ £g«um — ddhìbeodum eli prò valoribus x 
minoribus unitate ; fignum vero + prò vaioribus eiufdem z 
uoitate maioribos ( Vide Advot. L fiag^ ii. &. 17. )• 

Fafto item 4»/^+' ?=y; habctur 

A 4./'/ X/ xlf^4 (Mi+l^ 

A + /-h/^ + /j'+777+ ^7"+ 2.3.4.4 

'Quare «rk 

live fabftitotis vaioribus « , & ^ ; erit 

3.3.3 2.3.4.4 

1*1 jex feria fetìs eft matjìfrfh . 
' £x faac aeqnamme ftarìm pater cafii «ssi ^e 

Si 



3. 

Si in aequatione (<>) ponamus catn Eulero a = »V^'--»j; 
&/3=— »V^ — i«;liabebimu6i«*.— *ff^ :;*}»'» V-i.rwV"- Isa 
^»/xV*-i — tf-B/^V'-isszvr— I fin. «/«; quo, valore 

generati m 

.. r dxCia.nh , , , , 2»^^*)*^ C3« — n*\(lx)t 

, (4»-4 a>XA.> 

' 2.3.4«4 

caius feriei terminus generalis efl 

l/»«-": — " n.^+- »*-... ìUftjf 

Y. ' i*-3_ 2.3»4«5 ^ _1 

Si vero fit ^ = I ; er it 

/dx fin. 99^99' 
j^ « A. tang. » 

Si in aequatione (b) fbmatur » =: i ; habebftur 

*^ /« 4 2,2 2.3.J 2.3«4.5.5 

8(/»)6 - 8(/«)' , i<5(/«)» 

2,^^^.6.6 2.^w*7'.7 2.3...^.5^ 



• »• 



ubi defunt omnes pdtèntiae dmfibin^s P^r 4. 
. Si .j^aft incQgrj^ioaenir fiat »=si.^ ^^^ 

/# 4 

Serres fiiperiores f ir), (à) , & (r) iolerviaot a^ babeodttA 
proxinie valorent ìotB^aiis quando tecipinì coaveigiioc ; fi 

vero diveigaot; fafto ut fiipra ««H'^aa»; ««»+* ^J"* 

ac 



4 

ac proinde 

J In '^ J 1% J ly 

Iiabebuntur aliae (eries convergentes fubftituendae ex aequa* 
tioDC (io) AdDotatioDÌs I. ad hoc caput pag. zo ; erit nempe 

^ $ 96 

, I II.. I 

T A ■"• I •■— -^ ^~" — — ^— -_• « « « « • "~" ^■~ 

234. m 

^m+i ^ 2{m-\-i) (w+2) ^ sC'^+i) ('«+2) (w+3) ^ " 
m (w— 1)>» (w— 2)(»i— i)w . 

^ /« "" T(7rF 71 W"* "" 

— A + i + 4- + T + 4- + ---+~ 

23-4 (4. 

iy (JyY (hy --g^ 

/*+I 2(/^+l) (/*+2) 3(/*+i) (^2) (/«+3) 

+ /r+2(7y)»+ 3(/j')» +---y^^- .. • ; 

ubi m eft numerus iotéger pòfitivus proximus valori db^^; 
item M numerus ioteger j)ofìtivus proximus valori i.ly* 

Si in hac aequatione (</) iotroducantur valores zziztt'^'^^ 
jp s= « ^+* ; habebitur valor integralis propofid per ferjes 
quae funt fuo£liones ipfius a ^ & quae convergunc prò iis 

cafibus; quibus divergit fesjes {a),-, 

Pecu- 



s 

^ Peculiarem attentionem mèretar aequatio (d) quando 
famitar « = »/' — i; ^ = — »/-i; tunc eoim habe- 

/« a=(i-f-»/ — , )/^. habetur itera ^ = «i-»V~i 
Quare habcbitur fumpto w = /« ' -^ \ »^ / 

/^ I I T 



t 

2» 






mn 

— 



2/-1 



I ^»»+^ V-i 

' M, + 2.3.4 ,«/«r—l) I 

nabebitur quoque 

« 3 4 "» « 

~A + i+f + i- + i. + .... + i. """^ 

234 /* 

itera +/±/«—/±/y=:/^Ì^*^^^=i^ = 2>^-i Atena « 
Deiode erit 

w+i a(in+i)(w+2)"^3(w+x)(«,4,2)(w:j:j)+"Ac _ 



- «n. &C» 



/»+r " 2(151+1) (i8l+2> *"?(/*+ l)(.«t+2)^/»+3> 



ac cleoi<)ii« 






, /r mn (w— i)mX2«,(w-2)(w-i>(3»-»j) . \ 



Quare <rit (r) . . . . / j 

r » 



dx fili. »/» 



"XCoUnh 



+j 



2» 



:-fa: 



>■■ ^ 



3»-» 5 



•| •••••. 



+^fin.;?/i?^ 



w(w-l)(Wr2) 



^ 1 ■> 



i-li. 

(i+»*) "'('*)"' 









+ 



«+I ^2(»»+0(m+2r^3(«+l)(m4-2)(w+^)^*'"'*' • 

Cum itaque alterutra ex feriebus fiJ) & ^<?J eoa» 
vergai ; .habebimas por feries valore m formiilae ÌDtegraCs 



Haae. 



'oluta t& formila /* (""•^^fU'f ^ ^^ ^^ 



f 



àx fin. nix 



/dx cof. nix 
' jJ" J evolva. 



- — -^ — - — ; quod ut 

t X 

fimul aequatioDibos (A) , & (B) Iiabebìtuf 

(f) fiflÌJ^lÌL = 2 A+log. (Uly) +/«J> 



2.2 2 • 3 • 3 . 

t X 

9 

»A + /f.+i)+/(^+i)+(/*)'+(.+,)(^+,)(/j,). 

T* • • • • • 

ubi A =B o, 577215 664901 

numerus fupra inventus io prima parte Adaot. pag. ir. 

j Si feries (^^^ non convergat adeo , ut facile liabeatur 
valor iotegralis; tane faélo ut fupra ««+i=:»j j^^+'^y^ 

r . -f Ix ^ J ly 

*AJ * ^^'*^ convergentes fubftituendae ex aequac. (io) 
Adnptat. X ad lioc Caput pag. io; crit nempe 

A»a+i 



8 



+ 



vf» 



tx)*'^^'ha 



, .(«+l)/Ar"^(«+l)»(/Af)*' («+l)»W 
**+' I 

+ + * . 3 • 4 * • • • (w— l) /^^,^»f ^f^y 



(«+!)*(/*)* 



W 



.i' 



(«+»)'(/*) 



+ A-I — i- — i ...*—— + /±(«+i)/Ar 

(-±1 V* J-f iK/*)! . 

^ w+i "^ 2(w+i)(w+2)'^3(w+i)(w+i)(»i+3) 
w (w-— i)w (m — i)(m — i)w 

"1(«+i)3(/Ar)3 



+ 



• • • 



(a+l)/* 2(a+l)*(/;c)* 



•••••• 



+ 



rr7-r:+* 



+a.3 



~1 



.+».'?+i 



((3+l)/»^(^+l}K/*)»"^*(^+i>(/*)' ' '"'*(^+l)^(^*)* 



1+ i + 2.3.4... (/*— l) 



(0+iy*(/*y 



I 



M + 1 ^ 2(m+- i) (m+2) ■**3(^-HT(^+0(>"+3) * * 

+ 



+ 



• • 



••••»• 



Si ia aequatione (g) poaamus a=i«V— i ;0^= -»/•*«; 

ff -»/«V*— 1 5— a coC »/* ; unde emerget acquario 

^ ^. iniflf cof. fitte 



fx 

■a 



2 .2 



(/«)* 



+ 






(^*)' + 



• « 



in 



in qua aeqoatione fi ponatur ;» ss o ; erìt * 

/ dx cof. nix I 
Ix = A + - /(! + »•) 

Si feries fuperior (^} noa inferviat ad habendun 
proxirae valorem mtegralis ob defca^uni convergentiae ; 
tunc fubftitutis in ferie (h) valoribus j^ '"*''* V*-i ^ 
jggnxY-.i =s xcoùn/x + *v^— I rin.«/« ; item 

^i-»V-i =.xc'-l^y-']:=::xcoù ni x-^xV^-^i an.nlx , 
ac lumpco m==:fM ; ent 

/-, « /»</« cof» nifi 

l** ' . '— »* , 1— 3 »»> ■> 

xcoCttlx I w(»»-i) iwfw-iYm-iY»!-.») ! 
j I -~tt » + ^ '^ — -^ — ^^««^ 

I m» — - — ^«3 + ..., I 

m+i 2(»w+i)(w+2)"^3(w+iyw+2X/»+3)'^ 

f2 C^i)m(i-»*) (w22X»w-i)w(i-3»«) 



• • • • 



Harum itaque aequarionum (^), & (/; alterutra exhi. 
bcoit leries coovergenres prò valore iotegralis 

/dx cof. nix 

B Arqaè 



IO* 



/ 



Atqoe his emoibos abfòluu eft evolutio formolae in* 
tcgrahs J '—77-^ 

Evolutio completa formulae ìntegralh 

/d,(_!_+ • ) 

^ ^ I— X Ix ^ 

Jn Tom. IV. Nov. Aé^. Acad* Scient. Pctrop. ad aonum 
1785. invenitur pag. 3. Commentarius Euleri , cui ti- 

tulus : Evolutio formulae integralis fa x ^ -- j^ + -j — ) 

a termino x = o , f^^irr ^i/ x =: l eutenfae ; qui fic incipit : 

ifla formula integralis eo magis eft notatu digna , quod ejus 

valorem oftendi convenire cum eo , quem praeHet ifta expreffio : 

III 'I 
iH 1 1 +•..•;. + ì n y fi. numerus n fu^ 

matur infinite magnusy Ò* quem per approtcimationem olim 
( in Calcalo Diffen Part. poften Gap. VI. ) inveni effe 
Oy 577215^^49015325, cujus valorem nullo ad bue modo ad 
menfuras tranfcendentes jam cognitas redìgere potui ; unde 
kaud inutile erit refolutionem hujus formulae propofitae pluri* 
bus modis tentare . Id autem praeftat modis quinqae , quibus 
varias approximationes obtiDCt; per quartum vero habet 



P<TÌ 



X 



+ -nr) 



j V T j, -r j. T ^, T j, T f 

s V ^ 2! ^ j! ^ 4.3 T^ «! T^ / 



+ 



ti 



+ &c 
cuìus euprcffiotth oftendit vahrem effe numerum illam me- 
morabiletn o, 57721 55*^490 153 2 5 ( Vi Diflert. De autnero 
memorabili in lummadone progreflTionis harmonicae oataralis 
occarreoce. A£b Acad. prò anno 178 1. Pars pofterior pag. 
45?. feqq. ). . 

Evolutio completa formalae propofitae habebitur , fi prò 
qaocumque valore x iiabeamus feries coavergentes , quibas 
exhibeatur valor iocegralis. Cam vero fit 

/ =s / , & / -r—- jam habeamus ex 

Adaot. I. ad- hoc Qiput IV. ; io promptu erunt diiae feries 
exhibeates valorem integra lis 

(4;....A -f/; :+/;^4.»-^i-+i>_:i_.+ -S~^4-..,, 

1—* 2.2 2.3.3 *'34'4 

/A) A — 1 ' ^ L » x'i'* 

V'y*»»»*» •"• I ~ — — — — "" " .w. — — + 

234 » 1 — X 

»_ 1^» — l j » (» — 2)(» 1)1» 

ubi A eft numerus Aipra pofìtus . 

Si /a: fit quanti tas proxima unitati pofitivae, vel ae. 
gativae ; adhibenda erit teries (a) utpote convcrgens ; Sì 

vero 



I» 

vero Ix fuperet admodum unitatem pofuivam , vel nega- 

tivam ; tunc fùmpto n outnero pofitivo proxime acquali 

ìpfi ± Ix y adhibebitur feries {b) . Signa vero ìd for- 

±lx ±lx 
mula / ea aflumeotur , per quac lìt quan* 

* "^^ X » """" X 

tìtas pofìrìva y ut fupra demonflravimus • 

Fiat ouQc X := i — o) fumpta prò od quantitate ia- 

finite parva ; erit /;r=— oj — &c. five 

/*• =— CD; ac proinde / —^ = / — =o ; Quare 
cafu quo fumitur x = i , habebìtur ex aequatione {a) 

/''* (Tzr:,+j^) = A =°» 577215 ? . • • . »" 

Èqlerus in venir . 

Notanda vero eft curva ; per cuius quaidraturam Eu- 
lerus exhibuit evolurionem prìmam geometricam , quae ed 
ex earum genere , quae ex punélo aliqoo incìpiunt fubito 
yeluti ex abrupto • Cuius proprietatis obfervandae gratta 
ipram eyolutionem primam pofuit , quamvis ex ea difficile 
poffet haurire valorem formulae • Quam ita concludit : 

f^fficit formam huius curvae prorfus fingularis guippe quae 
in pun6lo C fubito ìncipit expendijfe . i^ppàret .autem ftatim 
haec proprietas confiderando lineam curvam y cuius ab/cìffae 

1 I 

X refpondcat applicata y = ^^ + -j — • Nam primo 

quidem evidens eft hanc eurvam neutiquam in regionem 
abfcijfarum negativarum porrigi y fed a terminò X = o 
incipere . Pofito antem x =: o manifefto fit y = 1 ^b 1 x 
= 00 . Cum vero cuicumque x pofitivae non refpondeat 
nifi una ordinata y ; manifeftum eft curvam non habere 
nifi unicum ramum incipientem ex eo pun£lo ubi habetur 
^ ss o 9 Se ordinata finita j^ m . 

Jppen* 



»J 



Appendi^ éfd Adnotatìónem L 



Xn* do£lrÌDa logarithmaruin coofultutn efl per feries, ut 

dato numero inveniri poflit ejus logarithmus , ac vicifTioi 

dato logarìthmo ioveoiri poflìt numerus ^ cujus logarithmus 

^ d% 
eft • Nos ìotegrale hujufmodi f-z — ^ quod appellavimus 

hyperiogarithmuin % , atque hoc modo indicavlinas fx , ut 
efTet J ~. — := t% ita aflìgnavinius per feries , ut qui- 

cumque efièt valor ipfius Iz haberi poiTet valor t% • Ad 
abrolationem do£lrinae requiri videtur , ut habeantur ae- 
quarioaes , quibus viceversa dato l'% ioveoiri poflìt 1% 
praefertim cum aequationibus jam ioveotis per leries ap« 
plicari non poflìt methodas regreflus ferieruoi . Ut ergo 

dz, 
etiam hanc alteram partem connciamus fit -r-^ = </« ; 

adeo ut fit /"j— =: /'« =: H + « ; erit dx =3 dui» ; 
ac faélo du conflaote ; erit »dd» ^= dud» ', Sit nunc 

dzss:du(A +2 B«+3 Cu* -h4D«3+5E«4+dF»« +7G«* +^) 
ddn ss: du* ( 2B+2.3C«+3.4D»«+4-5E«J+5.^F»*+tf.7G««+..) 

ri.2KB+2.3KC«+34KD«» +4.5KE»' +5.dKF«« +.„ 

+1.2AB +2.3AC +34AD +4 5AE +«. 

Hhi*iBB +2.3BC +3^D +". 

•fi.£CB +Ì.3CC +... 

•f-i.xDB +... 

;^ » A + 2B1» + 3C»» 'f-41^' +5E»* +... 

nude 



zdd» 



du 



«4 

nude oriantur aequationés 
_^ A 

g(i— A}B 

5^1— lAjC — X.4BB 

^m ^^tmmmmm^ w i ■.■■■■■ ■ - ■ ■ 

3.4K- 

4(1 — 3A)D — (i.2+2.3)BC 

^ "rsK . 

5 f^i— 4A)E— (^i.2+3.4JBD — J.3CC 

5 . ^ K 

tf . 7 K 

unde farìs apparec l'ex etiam prò aliis aequationibus fuc« 
cefiivis in ìnnnitum , quibus coefficieotes decerminantur • 
Cum prò integrali completo aequationis fecuadi gradus 

zddz r=: dudz 
fiDt duae condantes indecermioatae A , & K ; ut eas 
decerminemus ratione commoda ^ in primis obrervaodum 
eft quod fi fiat m = a ; erit a:r=K; /%s=/K;/'«=sH. 
Cum K non poIFit fumi = o, oc coefficientes B, C, D 
die. fiant infiniti, & cum praeftet fumere K majortm uni- 
tate ut feries exprimens valorem % convergat ratione coeffi- 
cientium B, C, &c. commodum erit fumerp K = ^ bafi 
logarithmorum hyperbolicorum y quo pofito eft / K =: i , ac 
propterea 

J Ix 2.2 2.3.3 2»3»4«4 

+ -* + &a = H 

3.3.4.5.5 

ubi a = o> 577215; &C. ac propterea H =: i> 8^5117 

8i<5355 93^755 678109 

Ut 



Ut none determìùetur etiam A ; fiimatur » s= ca qaan- 
titati infiaitefimae , ut Tiesse + Ao; Iz s=s le 

(Ag) N A (a 

I + 1 = 1 + •< — , quo pofito habetur 

/'« = 4 + I + -^ + — ~ + — * — + ...: 

^*^' 2 2.3^2.3.4 -^ 

s= H + Afl) = 
Qua» cum (ìt etiam /'» = H + u feu H + a> erit A = i f 
Quare tandem 

xszzf + «H »* — ; »♦ -J ; »* 

2ff 2.3.40* *2.3.4.5 0-» 

■ n» — ■ Il 7 OCC» 

^•3*4»5*^^* 2 . 3 . 4. 5 . tf . 7 ^* 

Si n fomanir major unitale , multo magis vero fi fit 7 
e ; parum converget feries y quam ouper exhibuimus • Quare 
toDC alio modo determioanda erit cooftans H • Quod uc 
fìat modo fatìs geoerali, ut tuti efle poffimus de conver- 
gentia feriei exliibeotis valore m z prò quocumque valore 
u; fumatur K = ^»*, ut fit /K=:m; ac propterea fumpto 
fi= 0;% ss K 

2.2 2.3.3 2.3.4,4 
vel fumpta aequatione (io) 

/'«s=^«f— 4 — ;+a-T+2.3~+«i.2.3.4***(»— O— ;;) 

4- * ' ^ • • ^^ A.1 

2 3 ""T"' »" 



i»+i ^ 2(»+i)(»+2j ^ 3(«+»y»+aX«+3; 



•••• 






• 0« •• 



ubi ;? ed Dumcrus integer proximtts valori ipfius m» 

Hoc modo determinato H per K ut determinetur A 
fumpto uz=z(ù quaotitate infìnitefima , utfit2s=sr"'+ Aod; 

/«=:w + /(^i + — J — ,„ 4. _; crit 

^ + /w + w + A + &c. 

Ag> 
=: H + . 

Scd cft /'« =: H+o); ergo A = i»; ex quo orietur nova 

m ( I — m } m. 

ì.ie'^ 2.3^** 

Ut haius feriei adhibeodae methodus » atque ùtilitas 

appareat ; notemus aliquos valores praecipuos formulae iate« 

^ dz 

%=:o 



/dz 



O 



r-» =0,3^788 = — 0,21^383 



e • 



1,444^7 CTS— 0,01812 

2,71828 =+ I»8p5ii 



Ex quo apparet prò aliquo valore % medio iater e * ^ 

/d% 
--=:/'« = o . Hìc autem ita inve- 

niri poteft ope fuperioris aequariooi» . QuodUoi Aimpto 



^7 

z = K = r, 6t /'ss = + 1 , 8p = H , ut fit H + « = o; 
fumi debn ii= — i»8p, qui valor cum praefciadendo a 
figao aegacivo (Ir maior uaicate , fìait parum convergere 

I 

feriem »=:^ + » + — u^ +&c. Sumatur ergo « = K 

le "^ 

=r r' ; quo pofito habetur 7^:8= -0,01812 =s H; ac prolude 

aequatio H -f< n =: o dat 1^ = 0,01812 ; cumque fic 

I L 0,01812 (0,01812)» 
w = — ; habetur % = ^* + + -; — + 

e z»e e* 
(0,01812)» (f — i) . „ 
i + &c., feu « = 1 , 4S»37» 

2 • l e* e* 

Evohfìo completa formuUe integratis 



I 



/x "*' dx(lx) «» 



N novis Commeotariis Academiae Sclentiarum Petro« 
polttaoae Tom. XVI. ann. 177 u Eulerus Commenta* 
riunì inferuic , cui titulus : Evolutio formuhe integrai is 

fx dx(lx)'' integratione a valute x^ss o ad valorem 

X =: I entenfa . Hic vero requiretur valor hujus formulae 
integralis prò quocumque valore ipGus x^ qui non redda^ 
ip/am formulam imaginariam • 

Atque in primis cum a plerifque excludantur Ioga* 
rithmi quantitatum negativarum ; excludcmas & nos omnes 
valores negaci vos ipfius «• 

Secando*: cam fit £ra£lio redti^ ad mìnimos ter* 



nùnos; fi fit » namerus par; prò valoribas pofitivis i|>fia» 

G ' N sai- 



M unitate mioonbas^ acque acleo etiam ad ìpfuia limitem 



m 



x^^o^ eric Ix ^uantitas negativa; ideoque(/^) " erit quan* 
titas ìmagioaria « Si ergo ut n numerus par ; excludemus 
crnoes valores ipfius « unitate mìnores «Sì n Ut numerus 
ìmpar ; nullos valores pofitivos ipfius x excludemus • 

M d 96(19$)'' refera« 

tur etiam formulayai dxQ—^^rzzjK dx(^Uy^ ; 

quam praefertim confiderat Eulerus in problemate fexto 
generali citati Coromentarii ; fi » fit numerus par j prò va- 
Joribus ipfius X unitate xnajoribus ufque io infinitum erit 

^"/mV quantitas imaginaria. Si ergo fit n cumerus par; 

X dxil — )" omnes 

valores x unitate majores^Si n fit impar; nullos exclude- 
mus* 

His aniniadverfis evolutio formularum (quas jam ut 
duas ièmper confiderabimus , licer fecunda referatur ad pri« 
niam propofitam ) erit completa fi exhibeamus integrale per 
fifrfes eonvergentes prò quocumque valore x non exclufo. 

Quod attinet ad confìantem insreflam per integratio- 
nem; ea quoiies licebit accipietur talts^ ut integrale evane* 
fut pofito x^sot Haec ergo condicio femper adhibenda 

« duÙ — Vi Pro' prima 

formula vttofn 'dW^/« V adhuc «a coa^itio adhibebi- 

tur fi fuerit n namerus impar • Si vero n fberit par ; cum 
co . caftt- Don. poflit fumi ;» :£ o , quia /» ss ^^ oo rcddat 

(Mi 
/«r V, atque adeo ìp&m forrau» 

lam 



lam iotegralem; prtef^abit adhibcre conditioncni coafiaotis • 
. ut integrale evaneicat pofito m s: i , cai valor eft miaimiu 
poflìbilis, uti w=3o erat ioitium valorum poffibilium io 
cafu praecedeoti . 

Jam ergo evolvamas primam formulam propoficam ubi 
n fit oumerus impar . 

Fiat Ix = -tt: — = r: crit « = ef-.d)i=:ef -^ 

/— I 2 1 

/« ix (/*-> = r:;:^ fé' y^ dy . Eft vero 
ac proiode 

Rurfns 

{2)*mfeyy*dy^sy''ey ^fiy^^ e^dy 

(4) = j» » ff r — , j, »-i ^74., ( *-!>»-** J' -/r ( »-iX »-2>»-3tf J' <^ 

Qaaeratur nunc prò aeqaatione (i) cooftans C talis 
ut integrale evanelcat pofito y = — * 00 , feu « ss o . Evol- 



vatur per fubftitutloncm ^ ' = i + y + ^ + ... . fecundus 

2 

ttràiiniis fnmmacorìiis in aequatione (2>; habebitur 

ubi 



fO 



ubi D Ut conftans adjicicoda ut integrale evanefcat fumpto 

^ = — oo« Evolvatur in hac ferie (6) terminus >^^ rJ^ , & 
fa6ta reduélione cuoi terminis fequtntibus poft conftantem 
D conferatur feries inde enata cum ferie aequationis (t) ; 
invenìetur D = C • 

Eodem modo evoluto fecundo termino fummatorio 
aequationis (3) habebitur 

ubi £ fit conftans ejufdem legis. In hac aequatione (7) fì 

evolvatur tcrminus — >>p''-'^^ , & fafta reduftione in Fe- 
cundo membro aequationis cam terminis pofitis pofl con- 
ftantem £ conferatur feries enata cum ferie aequationis {6) ; 
iiivenietur E =: D := C • Hac methodo perpetuo progre- 
diendo fi evolvatur' fecundus terminus fummatorius aequatio- 
nis (5) ita ut fit 

(8)y..^ /eyy^dy:=: ^^ey^fy-^ey+ f{y^i)y^-'^ey ^ .... 

±v(f^i){f''2)....(v-fj^)y^-M-^ey+fi 

♦. F^/A 1^ — A*+r * 

iC vero fit conftans adjicienda ut integrale evanefcat fumpto 
_y c= — 00 j quicumque fit cumerus /u ; invenietur femper 
K = C « Jam ergo inquiratur in hac ferie generali valor 
ipfius K • 

Sumpto jr = — 00 terminus jf'tfJ' fit infinite parvus. 
Nam logaritlmius termini — «jr»*J' eft »1ob. — j'+^Iog.r^ 
y/oo — ©o ss — ooj cum / ©o negligi poflìt prac ipfo 
oe • £rgo termious mm- y*^y eft infinitefimus , ac preinde 

• «ciam y^ey* 

Jam 



21 

Jam vero termini fequentes ia ferie ante conftantem K 

F" ti 

poft ìpfum terminum y"^ ey convergunt donec , qui 

efl fa6lor generalis termini fe^uentis fit fra£lio; quare fi 
non fumacur /m > y^ tota feries pofita ante conftantem K 

evanefcit • 

» 

Cum in (igno duplici + pofito poft conftantem K fu- 
menda fit pars fuperior «— fi /^ fit impar; contra vero 
inferior + " fit par; facile apparet formulam 

ita exprimi poffe 

fublata aequivocatione figni ; quae formula prò cafu jfs 
r-" oc debet annihilari • 
£o itaque cafu erit 

I I V »"-A*"*" ' 

L tlZUllZl A. - 1 

■ * /& . > "T* •••••• I 

y — yu+p— t 2.3.4...«p J 

in qua ferie . terminus generalis eft 

f(l — »)(» — ») (/u + I— r) , y» — /«+P— I 

SitAi+i=3p=s — ^; terminus generalis abibu in 
fcqncwcm -j- . — j- . -j- ..... iL_( — p) ss 



2% 



•— ' • ■ • — — ••••• — — p « qui nat ss — 

( Vide pag. S^* PA>^"s primae Adaot. ) . Series- vero fequeas 
«rie 

f ' JLt-i.-!: ^! Tj. ' Il Ti ^ 

Antecedeos vero retrocedeDdo ab ipfo termino T erit 






Qaare cum fit ratione iofioiti ■ .. 

p -r» 



x; 



>• 



(p+iXp+2) 

erit tandem 



+ 1; 



(p+O(p+2)0>+3) 



I , &c< 



— 4. -1 _ 

r+i y+a y + 3 



fea K 



' + — 

2v 



y— 3 

2t 29 



1 - • - 
^p • • • • 

I* • • • • 






- T T-^ + -— 



%nm inm 

+ 



mm 4ìm ^mm pnn ^ mm 



-) 



m 
n 



fio — -sr 

n 



( £ulerus locroduél. in Analys^ iol^ Lib. I» Gap. X. ) 

Inven- 



Inventa hoc modo quantitate conftanti K = C ; jàta 

iiabcbimus fubftìtutis valoribus yzsflM; ss in 

aequatione (i) 



f* fio Tt 

n 



+ 



«(/») 



2 +1 

n 



» + i» 2» + m"' * 2 3»+»» 

,. + IT • ?r^ (■^'«)' + «''• 

ubi elt T= — -— . — --— . — .„, --— ^•. 

ti in 3n p » 

faélo p = oo . Patet autem haberi per approximationem 
valorem ipfius T eo accuratius , quo major famitui' inter 
finitos namerus p. 

Ponatur nane * =s i ; erit //* = o ; ac nifi fuerit 
+ I quantitas negativa ; erit prò ipfo cafu xzz.i 

m 



m 



f 



7 • • lìn — • jr 

n 



pofito nemM quod Rt n numems impar : atquc iprum-lnto; 
graie anniiuletor prò cafa x^so, 

r Q?^'^V ('o)^co°Y«'"git quotiefcumqae fin eft qnantitas 
Iratta ; fi vero //* |am contineat unitates ; feries eo rainus 
m opportuna ad habendum valorem integralis , quo plures 
unitates pofitivae , yel negativae continentur in valore fjtt . 
Tunc ergo adhibenda erit feries (8) praeparata ut fequitur . 

Suma* 



«4 

Sumatur a» + J — p numerus iateger pofitlvus proxi- 
jnìor valori i y . Termious geoeralis feriei pofitae poft 
coaftantem K, qui eft ut docuimus 



2.3.4.... p »— /» + ? — • 

fiet lin21in:2l3^i)i:-(p-0 ^\ hIc terminus 
fìat =s R ; erit feries fequens ad dexteram 



,+ 1 • p+I "^ '^ »+2 • (p+l)(p+») 

^ » + 3 (p4-i)(p+2)(p + 3)^. 
Series vero antecedens retrocedendo ad Uaidram erit 

_!_ P P4.JL e^^RX JL PÌ£Iifc-)RJ.&c; 

quae ambae feries curri fit ±y quamproxime ~/*; conver- 
gunt ; fecunda vero conftat tertniais oumero finitis . Sumpto 
ergo 

» — m 2» — »» 3» — »f P''""'"/'/•/-^? 

R =3 - . — " . — — — — MM. "v /* " I 

» 2» 3» p» >• • 










/ 



(II) ;; ;;/»/-»^Ar(/Af)» SS 
= ./ '-T-Tt^+T'^T-Vc^v^-T^T-'A» V(/?«)3 



'(/;./ 

w 



TT 



/• fin* V "^ + 



' 2-i-i( m p wp\P — i) m p(p-i)(p-2) 



j 



Cum ergo alcerutra ex. duabus ^e^uatioi^ìbiis (io) > 3c 
(li) exhibeat ièries conyergeotes v- h^be^oii» prò quo* 
comque valore » non exclolo vaiorem focrauUe integra^ 

lis fx dx{lM)^^ in qua » eft aumerus impar; fumpta 

condafite ita ut integrale anoihiletur pofito x :=^o • 

Sumatur nunc m eadem formula prima prò 9 Quoterai 
par ; quo cafu excMuntur omnes valores ipfius x unitate 
minores, ac proiode etiam xz=io. Prae(labic ergo in hoc 
cafu fumere conftantcm ea lege ut iotegrak avMfk» pofito 
^ = I ob rationem fupra allataiQ • . 

SI vero fiat X = I ; erit y :=Rfix 5= o; ^are fi y+ i> 



fcu + 1 fit quantitas pofitiva ; invenictor in àequatio- 

ne (i) conftans C :s o ; itaqne fubftitutis vijoribus y =: 

fln\ , = -— ;oby;»r ' ds» {i :*)"' cs ^-^-^ f e y dy 

habebitur prò cam qao n fit jiamerus par; —^ + f fìc " 
quaaticas pofitiva , atque integrale debeat annihilari quando 

"• (4^ ^^f"^ T •■ ii^'")* + ri- ^ (>''"'' •^•") 

Si facies (12) non àds cpàvergat -ad exhibendiiA 

D vaio. 



valorem ìntegralisj fubflituetur aequatio (ti) omiflb taotuni 

f» 

T ft 

termino — iTT""» • Eft eoim aeqoatio (ii) 

n 

ejufdem valorìs cura (jo). Sta (io) dempto termino con- 
flanti cft jpfa (12); ergo (11) dempto eodem termino erit 
ejufdem vaJoris cum (12). Pro cafu itaque quod feries (ii) 
non fatis convergat; adhibebitur 



(13) •..y^^'^ ' d9c{hy^ = (II) + 



m 

n 



IH . ^ 



' I ' #■ 



/"»* fin. 'ir 

n 

Quibus omnibus abfoluta ed evolutio primae forn^ulae. 
Tranfeamus nane , ad alteram formulam 

atque in primis fi » fit numerus impar; erit 

quare valor hujus formulae iotegralis idem erit mutato 
tantum figno cum valore pritnae formulae , in qua item fit 
n numerus impar. 

Sit nunc in feciinda formula n numerus par; ac prò» 
inde excludantur valores omnes ipfius x praeter pofitivos^ 
qui contineatur intra limirés ò , & i . 

*iat — lx:=i—z; — =y: cut Ix = —7^; x =^ e f 

-^ /«"^'si </« . £ft vero 









»7 



ac pro^nde 



< » 






+ 



^rH.4 



Rurfus : , / 

(i6) = - a» <r-'— ,a» — « r* +/»(, - 1 )*»-»« ""'rfa: 

ri7) =-«'<r-'—,a:»— «<?-*—,(,— i)a»—*tf-* 

&c 
(.i8)v. ss— ^»tf~* — , a:.»^».r-'*— »(r--i) a'— »(r"'— ;^ 

■^,(,— l)(f— 2). .«.(»•— yu)«'~/*—'tf'"« 

QjiaereDda nunp efl prò acquati one (14) cooìUqs M 
talis , iif ?fitègrale evanefcac pofito » == oo; ' five x :zz o 
Si evtolvantur per fubftitatioaem' . • 









tf • = I — « + — • 8cc. ' 

termfoì futnatorii, ^ui fuot in (ècuodo membro aeqaacio* 
oam (is) , (itf), <i7) , (i8) ; habebitur ex. (15) . ^r 

ex (itf) habebitur 

»(» — i) . «' + * 

*P . • - ^^ • f • • • 

* »+I 2 

ex (17) habebitur 

(21) 



i8 



f 



• • • 



»— » r— 1 — » , V »— « — « -. 

6 • ••• 



tandem ex (i8) habebitar 

— <»-i)(»-2)....(»-f«) jB*-/*-' tf""'+S 

»— /« » — A«+I ' 2 

I «»-M-f-p-Ì _ 1 

i" 1 11 • ' ■' ■ ^ •••• . I 

» — ^^yu + p — I Z.3.4""P "* 

Ubi fi cooftantes N » P , Q^, S iogrcflae f>ier iotegra* 
tionem fumantar*^ ea lege , uc integraie evaa«(cac pofico 
;r=o,^ qua^ lege fumpca ed etiam conftans M in aeqaadoné 
(14); invenietur per methodttn> adliibicatri prò conitancibas 
C, D, E,& K in aequatioaibus (i), (6), (7), ^ (8) 
eflè M=N = P = <^=S. 

Jara eiigo inquiramus conftatitem S, Cum fumpto 2 = 

00 ternuoos — «^ 'in aeqaatione (it) fit infinite parvos ; 
reliqui vero pofiti ante conftantem S convergaot dooec— , 

?[ui eft fa£lor geoeralis termini fequentis fit fraólio ; fi non 
umatnr /x > 2 , tota feries pofita ante confiantem S èva- 
nefcit • £o ìtaque cafu erit 






I 



29 



I »— A , I 



»— A«^i 



• ••* 



f-M+p—l 



J 



io qaa ferie cerminas generalis ed 

Sit /«+X7=:p = «» fitque p Qumerus par ; termioas 
generalis abibic in fequencem 

I 2 3 /> "^ > ^ 

ièquens erit 

""tTI' ;+! '^'*' H^*(p+i)G.+2) 



»+3 ' (p+'Xp+aXp+s) 



,"* • • • • 



Antecedens vero retrocedendo ab ipfo cermioo T cric 

— — - • 1 ^ — — - 1 «. — — , ■ T •T*»*»» 



Quare cum fit ratione infiniti 



»3 



p + i 



(p+i)(p+2) (p+iX^+^Xp+j) 

p(p— 0(p— 2) e. . j 

-^ ~ — ^ &C. erit tandem 

%3 



r &C. 



% 



(p-0 



,+f'*",+ 2"",+J + -" 



1 



Tea 



feu S = — T ^ ( Vide fuperius pofita anw ae^uatio- 

oem (io)). 

Cura ergo fit M =s S ; fubftitutis valoribus « = — //« 

— io aequatloae (14); habebimus ob 



m 



y« 



2? T » 



m 

TT 



-»(-/*) 



fil a 
- + I 

n 









ubi eft T = . ' . 2 ,i ^. p- 

n In in p» 

faélo p ^ 00 • 

Series (24) convergit quoties fls eft quantitas fraéla ; 
fi vero non fatis converga! ; adhibenda eric feries (22) prae* 
parata ut fequitur . 

Sumpto A( + 1 =p numero integro pofitivo proximiori 
valori ipiìus 2; terminus generalis fsriei pofitae poft conftan- 
tem S in aeqaatlone (22) fiet , ut vidimus 

, (v-i) (,-2) (v-3) .. (v-p) f . - , „ 

± -— . — '*--^,.„' — -z , qui 6at=:±V; 
erit feries fequens ad dexteram 

^ -~4-— V ± -7-,; — ^^ rV? -^v — v^v \V±.""' 

v+i p+i »+2rp4-iXP4-*) »+3(p+0(p+»Xp+3) 

ad fmiftram vero retrocedendo cric _ 

-t- 



3» 

f-I Z F-2 Z* y-3 z3 

quae feries ambae converguot; fecunda vero etiam eft fioita* 
Sumpto ergo V =: • . — .... :^ (-7 /*j" 

fi 2,ìi 3 // p n 

oh Jm dx (-/x)» ss -— "TirJ^ ^ ^^ 
erit ex ae^uatione (22) 



•/• 



m 17 ir 



OT 



y.-t-. », 



fio. TT 



± "» V » ^ p I- p^i) ^ 

I 

Cum ergo alterutra ex daabos aequatioDÌbus («4) , 8c 
(25) exhibeat feries convergeDtes ; habebimus prò quocum- 
que valore x ioter o, & i ( oam caeteti valores excludun» 
tur ) valorem formulae integralis 



in qua n eft oumerus par ; funipta confante ira ut annihi- 
ktur laterale pofito xzzq. 



Coni* 



3> 

Corollartum 



fìt 

CumfitTss— . ^^ . 3„ •" X» "** p» 
poGto p numero infinito ; fi fu « = 2 ; f.t vera numerus 

impar m = a A — i > ^'^^ 

2-», 4.»» 6-m 2>rm ^J^UlIi -= 

2X-W 2(\ +l)">» y 



«••I 

2 



- (3-2X) ^.. (-9X-7)(-5)(-3X— -7 • 4 • "^ 



2p — W_- - >.— - 



o/\ -* X 4 o 
A-i 



3-2X (-P) (iX) fcl^.fe^/— . V^— ob 

-r- T'T^* 2 « a 




T 

Eric quoque 



ubi fiimendum eft fignutn /up«ius + fi X f««« '««P»^J 
infcrius vero — ; fi A fuent par . . , a / ,v 1^ 1 

Cum vero valor ipuus T — "^'""T^* ^ i ir 
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fit pDfitivus fi \ fuerit itnpar ; oegativus, fi par; crit 



m ' 

ir 

2 



llQ« ■ ir 

2 



(èmper quaotitas pofitiv^ 



^^ — 3 5 3' I X — - 

• ••••• _ • •- V — — X i^ <9r 



I 3 5 7 a\— I , i/tt 

12 2 2 2 \j_ i 



yX-Hi 



(^uare fa£^o poft iategratioaem ;tf = x ; habebitur ex 
aequatione (24) 

^ M J 2 2 2 2 X-*.- 

f • 

quod confeataneum eft invemis Euleri ( In Comment. cir: 
§, 25>. ;. 

Evotutìo formutarum 

« 



/(i —XX) » y 1+ 



X X 



V^Uod attinet ad primam formalam, io Aftis Acad. 
Scieot. Petrop. ad anaum 1777. Tom. f. Pam II. pa». 3, 
Eulerus ioferuic Commeotariutn hujus tituli : de integrationc 

/"» u X 1 Y 
^ — ^n ^* x = o, //</ x=3 I. <r«rtf«/4. De hac 

autem integratione haec habet : cum nuper fingularì mtthodo 

im^niffcm effe C -P^-~ f "* "" ^ "* ì — - ,rli 

" J •(i-xx)v aixsii ) — % ""** 
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cufuUio Inìegralìs m majorì attentìone Ugna ejl cenfmda^ 
quod ejus invejiìgatio neutiquam eft obvia ; urtde operae pre^ 
rium effe duxi ejus verhatem etiam ex aliis fonìibns often^ 
dijfc y antequam ipfam metiQdum f quae me eo perduxtP expo* 
netan. • PropoGtae vero integratioDis affert demonftrationes 
trcs. Nos omiila prima, quae exhibet valorem integralis 
dumraxat prò cafu x ^= fy alias duas illuftrabìmus • Metho« 
dusy quam deioceps ^plicat, ad alia praeclara inventa per- 
^ucic y quae noe u)nt hujus loci • 

Io primis vero ootandi funt limites, quibus continetur 
valor realis fortriulae difife^rentialis prppoiirae, qui iidem 
obfervandi funt etiata in integrali ; prò iis enim valoribus 
Xy prò qui^us formula differenziali; nt imaginaria; cenfen* 
dum ed etiam integrale fieri imaginarium , ut fluxio fit 
quantitas analoga quantitati fluenti. Itaque ratione /x, qui 
ingreditur formulam ditlereptiaiem , x tion poterit effe ne- 
gativa ; ratione vero V (i^xx)r x- non poteft fuperar« 
uoitatem • Quàre integrale ingredi non poterunt nifi valo- 
re; PC pofiti intra iimites o, ^ i« Nupc fecunda demonflra- 
tio Euieri eft hujufmodi • 

^ ^^ 
Facto ;^ zr (in. <p : cum (It -;; ^ = rf <p : habetur 

"77 r :=z d(ù h fin. <j) 

Eft autem 

/.nn.9 = -/2^co£2({)- cof. 4 ^^* •— cof.rf(p- &c. 

( Calcul. Integr. Voi. I. §• 2^6. ) ; crit ergo 

/t?\ /• _» ^ 1 r . 2(ìn.2(p 2fim4<|) 2Cn.tf(|> 
(E)M./rf(p/.Cp,4j=:-.(p/2-— ^t-^ -^ — tf » ^••• 

^^e e^preffip. evanefifit pofuo «? = fin. <|) == o 



tr 



<3^Qd CI eapigtur <ps=sfo^= — ; feu 4^== ^ ; 

habe- 



« 



habctur 



JhIx / ih 99 s»o \ I 



• (I— xx) V ad ^a:i ^ """ 2 ""'* 

Subdit vero Eulerus. Ifia aupem d^monjiratto praecedenti, 

ideo longc antecellh j quod nobis non folum valorem formutae 

pTopofitae exhtheat cafu g99ù (p =: 90^ , /ed etiam verum ejus 

valorem oftendat 9 qukumque angulut prò (]> accìpiafur y id 

. M r^ dxlx _ . 

quod ad' ip/am formulofìt pnpofitam^ J . j ^ : trans ferrt 

poteft ; cujus adeo valorem ^ prò quolibet valore ipfius x a$^ 
gnare poterimus • ^od fi enim ifiius formulae valorem defi-^ 
deremus ab x^=^ o ufque ad x = a / quaerafur angt^us a f, 
CUJUS finus fit aequalis ipfi a ^ afquejempcr babebitur 

f^dxtx / dhx^s^O\ ^ 2(kk2tt 2fio.4.« 2fin.63t 

^\r(t^xx)\sLAx=^a/~' • ' 2» 4} 6^ 

Vkde pater quotìes fuertp a- rr denotante i numetunr 



2 - 



int^rum quemc9$mq9te ; quoniam omnes fixÈis evtmefcuìtt y valo^ 

Ìtt 
wm formulae bis^ cafibus finite exprimi per — I 2 p 

aliis vero cafibur valor nofirac formulae: per ferkm infinitarrt 
fatis concinnam exprimetur • 

Cui doélrinae haec oppooi pofifuiit : quotier fuerit a ss 



fir . ^ ^ 9ir 



— y erit ;ir =. i^ ss fin* a =^ fitié acquali^ aut ipd 

o 9 aut = 4- 1 > aut st — * I • Nempe 

Si i fuerk numeriis par =1 2i9r| erit a s= a; ac 
proinde 

/ ;r(T—99x) \zAxz=:o )"" '^'^ '* 

ìàA nr indeterminate fignificat oumeros- omoes. iscegro» pofi^ 
ttivos , auc nefi;ativos • 

Si a fuerit aumeruft formai 4m+ t ; mt x tati ; 90. 

pro^ 
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proindc 7-777 :( • ) ri: •— • ir Iz 

Si demum fueric numerus i formae 4 m — i ; erit 
4 =: — I ; ac propterea 

P dxtx / ab ;i; =; o n ^_ (4W — i) 

/ V{i~xx) V ad ;tf = — I J — "" r^ "^ ' * 
Hae autem conftaotes ira vagae videntur abfurdae pia- 
fibus nomioibus; fccunda vero — tt/z, quae ex- 

hibet valorem inte^^ralis ab ^ sz: o ad ^ c= i confuodit cuiti 
ixifiniris aliis integrale ab Eulero fupra aflìgnatum . 

Ut haec expliccotur, notandum eft in ferie aequationis 
(E) non omncs arcus prò <p aflumi poffe • Cum enim inci- 
piamus integrationem a (p =: o , licebit fumere^ dumtaxac 
arcus , qui funt Inter (pmc, & (p=:-77; tunc enim 
d(pL fin, (p perpetuo habet valorem rcalem . Quod fi arcus (p 
ulterìus fiUere cogeretur ; tuoc ejus finus fìeret negativus , ac 
proinde ex recepta do6lrina ip(ius Euleri d(pl.Cw.q) fierec 
iroaginarium. Ergo integratio realis formulae fd(fl.£}Ti.(p 
includitur intra terminos <p=:o, & (p = 7r, neque ultra 
porrigitur ; habetur vero 

/im/.fin.m ( ,^ ^ = — -^r /2 

•'^ ^^ad(p='3ry 

Refìat expHcandum quomodo fubfìitutis valoribus io 
hac ultima aequatìone, intelligenda fit aeguatio, quae oritur 

d xlx /'ab4? = ov 

V{T^xx) V ad Ar=o J -'" ^'^ 

Sed cum mi vidimus in hac formula valor x dum- 
raxat a o usque ad i , poflit excrefcere; buie autem fluxui 

refpondeat fluxus (p a o ufque ad ; in aequatione (E) , 

quae rubTidiaria dici pqteft, valor accipiendus prò (p inclufus 

ccnfe- 
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cenfebitur intra limites C> = o > & ^ = » ^"*r« cxclu- 

detur aequatio incÒDgrua 

/dxJx •abx = Ox 
V^(i— x«) V. ad x=:o / ~" ^ 

ad quam habcndam fluere fccimus <p ultra valorem — 

ufque ad valorem tt • Haec tamen oninia fubmitto fapiea 
tiorum judicio 



latra limites vero (p = 0) & <p=: — aequatio (E) 

mirifice infervit ad habendum valorem integraHs /-r; \ 

prò quocumque valore Xy quem contineri vidimus ìnter o^ 
Ik I • Series enim aequationis (E) femper convergit • Ad 
hujus feriei egregiae analogiam , quae Eulero fc quafi pracrer 
€xpe6l atìonem obtulìp , DOS aliam formulam evolvemus • 

Tenia demonflratio Euleri ita fé habet. Fiat ;tf=;co(^<p ; 

P dxlx 
crit y -77 X =s — /i/<p/.cof.(p , guod tnugrale 4 

(p r= po° , ufque ad (j) zrz o erìp extendendum . Eft autem 

/.cof.Q) =:— /2+cof.2(p coC4(pH cof.(5(p cof.8cp+t.« 

234 

( Euler. Cale. Integr. Voi. I. §. apd. ) , (\Unde fit 

(F)...pcp/-cof.(p=C+cp/2- — .-^ + — ^ ^-^ 

Cura ÌDtegrale evaoefcerc debeac cafa «=:o, feu (j> = 90*=*; 
inveoieiur C = / 2 . In ferie autem (F) <p eft com. 

plementum illius anguli , qui defignabatur per (p in aequa* 
tione (E) • Quare eofdem limites habebit ordine inverfo • 

Tranfea* 



3» 

Tranfeamus nunc ad fecundam formulam ; Cum Gt 

d k d ni 91 

rx — =:i. Atang. »; fi fiat A taog. ;c = (p: erit f — — 

B:/i(p/.taiig.(p. £ft aatecn ( Euler. Calcul. Iot«gr« Voi. 

a 

L $. 2p5. ) /. tang. (p =5 — 2 cof. 2 <p — — cof. tf (p — * 

s 2 

— cof. IO ^ — — coC 14 (p -^ • • . • • Erit ergo 

/r,v /? , /fin.2(D fia.tf(p fin.io(t) £0.140) , ^ 

fine additìooe conllaatis cum. feries aonihiletur pofita 
H s: tang. ^ ss o • ^ 

Si capiauir «( = i , (èu ^ ss — — ; eri» 

si capiatur » =s oo feu op ss — — ; erit rarfiis. 

/i <p /.tang. cp =: o •. Id autem facile expHcatur . ^ DiflFe*^ 
rendale enim dq>//tang.(p manente pofitivo d(p in per«- 
petuis, augtnentis accus (p , ratione /• tang* ^ eil negati*- 

vum a valore 9 = 0, ufqufr ad 9 =: -— ubi difieren-^ 

fiale annihilatur ; quare t]\xs^ integrale ab a: =s o ad je =: » 

eft negati VUOI •. Cum vero deinde a valore 9 ss. — ufquct 

nr 

ad (p 31 — y valor /• tang* (p fit pofitivus ^ etìaa ftuxiof 
fit pofitiva ^ ac proiode. deilruic eflfc^um negativaa- anterìoris, 



tr 



ift. integrali » donec la Umite 9 =a — integcal» anoihìletur*. 



3^ 

Non poflumus antem in aequatione (H) fumere arcam (p > 

y oe in formulam differentialem ingrediatur loganth* 



ir 

2 

fnus quantitatis negativae 



ir 



Cum fumpto pofl integrationem (p =: — fit 
( Euler. Introd. in Anal. §• i^6. ) ; erit 

iotegratione a 9 = o ad 9 s? exteola • Atque item 

4 • 



Evoluito fmmiiae 



r 



d^ 



tang. 9 



F/* J9 /^ àx 

I.ttang.* = ,;eri,/---- - =7; 



Ut hujufmodi integratio abfolvatur ootetur prius hOo 
m + i ^ /• u^dn p du ^ _ 

* = » effe / — ; — =a 7 i — 4 Ci»m vero fit ex 

Adnotatione L 

•^ /« 1.2 ' a.3.3 2.3.44 

pofito Asso, 57721 S» &C. ut iategrale evaoeicat cafu 
«ssn'^'^* =0 foH «cstaog.^^Oy iòa tandem ^=so; 



erit 



•■ • • • • • 
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^ ^ 2.» 2.3.3 '•3-4.4 

* r^T Tj ^2.2^ 2.3.3^2.34.4 

' ' 2.2 2.3.3 ^•3'4.4 

Eft autem A — A + A — A + &c. in inno. = "T" "'^ 

3 . 7 . 1 1 . 1 5 .«. ( P T 2; 
fa£lo p = oc ; ad quem valorein proximius accedimus quo 
major fumitur ioter finitos nutnerus p = 4 » — 3 cxiftente 
n indice faftorum , Nam fumpto » = 00 eft 
-/3 + ^5-'7VP-- + ^(4»-3)-^(4'»-i) + ^(4«+0-n4»+3)4-H 

= -/34-'5-'7'l-'p—- 4-^(4»- 3)-^(4»-')+-7-^('*''+'^ 
ob /(4» + 3)=/(4» + S)=/(4»4-7) = *^c. = /(4» + 

Eft itera /±/x — /±/« -h / + /'* — &c. = — /+/« 
— 3 + 5 — 7 + 5> — &c.... =0 



3* + 5*— 7* + P'— *c. 
3» + S* — 7'+P'— 8cc. 
3*+5* — 7*+9*— &c. 



I 

2 

o 

s . 

2 

o 



2 

&c Nam 



I 
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Nam cum fit 

(i) — -^-- = I — A?» + a;* — Ar' + *« — &c. 
^ ^ i -i- X* 

faélo * =: t erit =: i — i + i — i + i — &c. 

2 

Multiplicetur acquano (i) per x; difierentietur, ac dividarar 
per dx; refultabit 

(0(7^;^. =1— 3x^ + 5«* — 7*« + 9«f«— &c. 

ubi faéio * ^ 1 erit o = i — 3+5 — 7 "^9 — &c 

Multiplicetur ae^uatio (2) per x ; difTerentietur ac dividatur 
per dx ; refultabit 

(3) '•^77q:j;jr"=i--3'**+s***--7'*^+5>'*'--&c. 



.•••M 



ubi faélo *=i erit— rzi — J' + S*"— 7*+p'- 

Atque eadem methodo deinceps invenientur alii valores 
fequentium ferierum • 

Brevius tamen iidem valores reperientur per regulam 
fequentem erutam ex lege calculi fuperiorìs • Multipliceotur 
fÌQguli coefficieotes numeracoris uqius fraélioais per fingulos 
termiQos ferieì 13579 &c per ordiaem direélum ; cum 
.iidem per ordiaem inverfum incipiendo ab ultimo termino 
feriei i 3 $ 7 p Scc prius adhibito • Secunda féries pro- 
dtt6lorum fubcrahatur a prima ponendo primum terminum 
fecundae feriei fub fecundo primae y fecundum fub tertio 8cc 
Habebitur nova feries coef&cientium prò numeratore fra£lio«' 
nis fequentis. Denominator autem erit produólum denomina- 
toris antecedentis du£li in i + ^ ' » 

Exempli caufa coefficientes in aequatione (2) funt i Sc 
— I • Scribatur i — 3 

+ 3-1 

Ac fubtra£la^ fecunda ferie a prima hàbentur coefficientes 
aequationis (j) i -«5-|-i. Denominator autem eft' 



4* 

(i+<»'>X(i+»0 =('+*•*)' ^"* fumptojtfsst fit 2'. Unde 
habetur valor feriei r- == — — • Rurfus ad habendos 

2 > 2 

coe£Bcientes prò aequatlooe feqaenti fcribatur ^i •* 3 . d ^ 5 

ac fa£la fubtraflione habebuntnr^ coefficientes i— -23 -f 33 
— ■ X := o. Denominator vero cric 2 « . Pro fequeati acqua» 
uooe icribendo 

I— 3-a3 + S-23 — 7 

habebuQtur coefficientes ^ 

I — 7^ + 230 — 7^+1=80 
qui valor divifus per denominatorem 2f dat prò valore 

feriei — . Atque ita deinceps. 

Rurfus valor / — - * V**.*^ n ^(p + 4) fumpto |i 

5.7.ii.iS«.(p4-2) ^i* • '' «^ "^ 

numero infìoito medius eft iater duos valores 

, '•?•»•'? "-- ^ • (p + 4) , & ; '-s-y-ia--- 

3.7.11.15^^ + 2) ^ ^'^l 3.7.ii.i5««v^(p + 2) 
fumpto p numero finito * Reperietur tamen facilius hic va- 
lor per methodum ab Eulero traditam ( Calculo Differenc. 
Pare. Pofter. Gap. I. §. xi. ) s= — o, 39iSP43^3* 

uare erit / , ss — o, 10208^551 

4. J- 7 A 7 Mn- ^ * (/. tang . (p) » 5 (/.tapg.(p)4 
2 •*• ^ ^ a 2.2 2 2. 3. 4*4 

^ (j^tang-9)^ 

2 2.3.4.5.tf.(( 
TJbi tamen incercum ed an coefficieotes namerici perpetuo con-* 
vergant, quod invenire operae predum foret. 

Pro valoribus h tang. (p anitate majoribiis alia ìntegratio 
crui pptell ex aequatione (io) Adnotatìoni^ L 

Scqucntia V. C. G. Fontana edenda mìfip . 
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GREGORII FONTANAE 

IN REG. TICIN. ARCHIGYMN. SUBUMIORJS 

ANALYSEOS PROR 

Tbeoremata quafuor ad Catcutum Inregn/hm fpeStantìà ^ quM 
ex Euleriana formula T« /• Calcul. Infegr. §• 261 
derivantur , fed novo ^ longeque faciliori integrandi 
artificio demonftrantur • 



Tbeorema L 



dx I , fin,4(x + a) 



r ^^ , i_ , 

J fin.x + fin.a "" cof.a ^' 



coC-:(x— a) 

Dem. r^ X Doé^rina fnnéllonam circulariam conftac^ effe 
fin^4.fin.4=:2fiD.i(«4.^)cof: ^ (*-^) , Wncqae 5^^^ = 

i 

I 

""7 — rrT^N — tTT \» FrafiUonera hanc binis praeditam 

2fin.-J(«+4)col.i(*— 4) *^ 

A coC ^ (ir+4) Bfin.-|(*-4) 

fa£loribas refolvo in duas hafce - — j-^— — - 4 — —--^ — : » 

fin. •; ( « + 4) Gof. •; («»-4; 

fomprìs A & B coefficientibus indetermìoatis •. Redu£lis por- 
lo fraé^ionìbus ipfis ad coramunem deoominacorem oritur 

Acon^(*+«)coC-;(«— 4)+Bfin.-|(«— 4)fin.i(j*+'*) 

^««■■■■^ ^i^MiaH^ «■■•■■^■■■ite "■^■■i"»^^ ««■■■■■^i"» "^^^M^Bi^^aaiiMHM^B^^ ^M^^M^** «■^^^^■■n «■■i^^^M^ 

fin.-;(« + 4)cof.-j(l»— 4) 
I I 



. Jam animadveno» flu*' 



a fin.^(i»+4)cof.-;(«-4) 

mera- 
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ineratoretn primi membri hujns aequationis pofito A = B fieri 

A Icof. — (* + '*) cof. — («-^)+fiQ. — (i»-4)fin.— (* + tf)l 

saAcof. — r(* + ^)*(*f-^)l =Acof.i^; qui, fi acquetur 

I I ^ 

oameratori alterius membri — , praebet A z= B =: - — p- . 

Quocirca naocifcimur aequationem 

dx 1 -d99Cof.'{(xi.a) x \dxCìt\.\(x^a) 

fin. * + fin. a "" coC.» fin.-J («+4) "*" coU ' coq(x-l)~ * "° * 
integrando protlnus crmat fi ^ — r=— r:-log.Gn.— («+«) 

I , r ^ r N I , fin. -(*+«) _ 

Tbeorcma IL 

dx_ i^ ^ fiD^-ICx — a) 

fin.x — fiD^a ~ Gof;a ^^^ cof.-;(x + a) ' 
D^m. Per nota aogulorum theoremata eft fio. ;r — fio. a =: 

2 fia. — {x — a)cQ(. — {x\^a). Jgitur 



2 ^ ^ 2 ^ ^ fiQ.x — fin* 4 

^ ,, \ — ':— — r • Fafta vero refolutione in frafìiones 
2 fin.-(x^i?jcol.^(x4.4) 

bmas produ fraftio ? ^ — = -— + 

Bfin.i(j^ + 4) 
■■ -; — — ; , hifque ad communem denominatorem re- 

duflis 



àadiìs naocifcimur aeqQàtionem 
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2 fin. 1 («—4) cof. 7 (« + i») 
Acof.-(« — 4)coC-;(« + i»)+Bfin.l(«+i»)fin.-;(«— ^) 



fin.,-i (« — i» ) cof. -;(* + <» ) 
io qua , fi capiatur A = B , oumerator fecundi mèmbri abit 

In A coC — r(*4"'*) — («» — a)j := A coC 4 = — uu- 
meratori priorls membri; proindeque A = B= — -j— . 

_ dx I ^jjfcof. -;(«—«) 

Quapropter 7 > — = —r- . ^ — 

*^ *^ ua.iv — ua*a coUa fin,-(« i») 

I fin. Vx— <») 

log. . Q^ . E . D. 



COf.i» " cof. ■;(«+4) 



Theorema III» 



r d x _£__ . cof. --(x— a) 

*/ cof. x + cof.a "" fica ^^* cof.i(x+a)' 
Drm. Qpum fic ex trigonometrica àngiilorum analyfi coC x 



I . . » - I 



+ coC4=s2Cof. — (*+4)cof. — ( AT — a) , erit iccirco 



. Kò&lvatDr 



C0£« + C0f.4 2 *C0f. i(* + 4)col:i(Af — i») 

haec 



haec f«aio in duas —^^;:f:^ 7- ^^^^ i(^_^) » ^ ^ 
reducantur ad communem' denominatorera , & fiet priork 
«umcrator ^ = Alio. | ('c+.)cof. | (.-.)+Bfin. - 

(„-«4)cof. — (*+^). Hic autem animadverto , ftmpto A= 
«B prodirei-==: A[fm.i-(« + .)cpf.i-(«..)-fin.-^(«--) 

• 1 * — ' sr n — _i , Qviamobrem ori- 

tur pr opofita formula ^^.f^ — fin. a * cof. -^ (« + ^) 

i_ ^ {àH ^iruiit — a) ^ ^^.^^ j^^yj.^ integratio ftatioi 

fin*^' coC-!(j«— ^) 

, r àx __L- log. cof. — ( * + ^ ) 

I col. -j («-4) 

4. -i- log. cof. — (x-a) = .-- log. — ,7-p: a- E« *^- 
^ fin. 4 ^ a "°*^ cof. -(«4./») 

Tèeorema I^» 
/ ^ ss: y - log. , , . • 

J cof.x— cof.a fin.a fin.i(a^x) 
D^m. Theoremata aogulorum trigonometrica, praebent 

t . - I , X ,_. ! 

C^-C0f*4 
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i_ ^ Acof. \(a + «) B coCi(4.*) 

2 fin.-;(4f *)fin.-;(4-«) fin.7(i'+^ fin. ^(«-*)* 
& faéla rcduaione ad euodem denomioatorem , *tumque 

aequatis utrìufque membri numeratoribus prodit i- = 
Acof. -^ (4+*)fin. ^ (il— Ar) + Bcof. — (4— ;v)fiD. -1 

(4 + ir) . Jam vero palam eft , capto A =a B fieri — s= A fin. — 

2 2 

[^(Af + 4) + (4— Af)"j =sAfin.-r; uode oritur A==B = 
-7-- • Qaocirca differcntialis formula fit —7 — ^-7- = 

fi»- -^ • fin. 177+ .r) ■*■ fiT^ • "iii.'7(;~;o~ ' ^""' 

ptifque integralibos ioveoitur continuo C \. ^ r = 

Q. E.D. **^ '^ 

Sciolson Generale .' 

Sampco angolo qoocumque habetur ex Doarina 

funélionum angularium fin. ^o=sV—^^8ccoù-(bss 

2 ^ 2 ' 2 ^ 

i+coCd) „ 

^ ^^ — • «opt«« pnecedeotes Ibrmnlae dupliciter expri- 

muntnr: 
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, r ^'^ ' t fin'-;(*+^) I , i-cof.(Ar+i») 

munrar : I. /,: ^s — = -7- log? — =: log. r> — r. 

^fin.*+an.-» coU ''coq(«-^) acaU ^ i+coCCx-^) 

„ r àx I , fioA*»-'») I , i-cof.(Ar-^) 

II. /? 7 =5 —7" *0g» ■ == r- log. F/ \ • 

r_àx i_ coC ^x-g) __ ., i4£on(«^ 

Vcof.«+coi;«""fia.tf °®*^;(x^tf)""I(uK^ ^s:- ,_j^coC(*4^)* 

^Vcof.*-cof.^-fin.^ ^^710.-^(4-*) -ifi^^^^* i-cof.(44^)* 

Eulerus Cale. Int. Tom. !• §• ^6l. iavenft formulae ""Tl^^fTZ 
( fi fuerit a ^ b ) integrale r= 

formulae Eulerìaoae cum noftra Theorematìs IIL comparatiooe , 

nancifcimur a:=coCayb=iyV(bb — ii4)=fio,//, & coofequen- 

, ^ - . I , cof. ^cof.^4-fin.4fin.^ + i ^^^ 

ter integrale Eulenaoura c= = — log, ~ — < — jr - — 

° un. a ° cof. X 4. col. /i 

I . i+coC.(a^x) I , 2[cof.-'(^ — ^)]* 

fin.il ^ coCia + coC^tf fin* 4 °' cof. i? + coC ;tf 

^ lo _!l!!^^lLT:l^— = i^ Ica ^^^••j^^"''^ 



US 



prorfus uti in Theoremate IIL demonflratum eft. ^ 

• • rf<p 

Sì integrania proponatur formula / t f — r; ^ ubi » nume* 

rus ed affirmativus integer; adhibita Euleriana fubflicutione coC^^ 
, ■ ; invenitur integrale prorfus aIgebraicum.NamCn.(p= "jl^^^ 
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J<pcof.(p= -^^,j7-^ ; laeoque d<p=: jq^— , «e deni- 

^** (Tp^JP = ?^ O-|-*0--S ciijiis integrale eft 

manifefto algebraicum > eo^ iaveota làc erit prò x fubro- 

^ /!.— cof.C)\ , I ... iìn.(p , 

8"* ^^ Cr+cit^; . vcl ung. - „, vel demom j^p^j^. 

* 4 - • • 



Praeterea cum formolae dx ^ (i ± coC x) ( faéh miiltipltc»> 
rione ac divifione per ^(i^coCx)) integrale fé nitro pro- 
dat j: 2/(17 coC;r); inde haud difficulter infertur, formulae 
x''dM^(i±c(^,x} int^rale exprìmi per liane (eriem izx" 
V{i^coCx) 

+*«»*•— V(i±coC*)T 2 »»(»—i )«•-"*•( i^coC*) 
-a4»(»-iX»-«>'~V(i+con»)±zJ»(»-iX»-2X»-3)«*"'*/(iTcoC«) 

•|-2«»(»--l)(» — 2)(» — 3)(» — 4)**"''V^(»±C0f.Jtf) 

7:aT»(«— 1)(«— a)(»— jX»— 4)(» — 5)«"~*^(iTcof.*) 

+1» »(»- t)(»-2}('»-3)(«-4X»-5Y»«tf)(»-7yj?»~*^«/(iicoCj«^ , 

quae Jmanifefto intermmpkur polito x numero integro affir. 
mativo , regiturqoe lege fat ffrfendida ac fimpltci . Haud 
difpar invèoitur fieries prò integrali formulae x' dMi/ {\±^vlìì^* 



!^ 



Adtm» 






e 



Um hoc paragrapho Ealenis invenerk intqinle for> 
««lae (^ip-j—ff^. ; analogum erk 

Proilcms • 

d X 

Formulae difiereotìalls r^ — rt — ' ., : ubi » eft nu- 

merus ioteger pofitivus integrale inveftigare • 

Soluti» . 

rf X dx r n 

Cura ut r — r-: — r- = — — — ; iaclo 

*"(y+tang.if) 

-7- = e problema reducitur ad ìotegratioQem formulae 

da ^. , dx 

/— ; ri • Sit Duoc e =5 taog.^: ent 7—. r-, = 

(c+taog.*)» *• * (c+ tang.*)" 

crit numerus ioteger pofitivus, faéla evolutioae fa£loris 

(cof,jfcof«>& + fin*>fiQ«^)" » problema adducetur ad integra- 
tiooem tertnioorum, qui numero finiti erunc, atque habe- 

bunt liane formam B ^f — \ir y quorum mtegrationem 

docuit Eulerus fupra §« 24p. redu£lione fecunda» 

Ere- 



Brerius taraen ipfe Footaoa reducta formula 7-7-7 r 

^ («-(-^tang.*} 

ad farmulam , , ; r- ioveiiit eff? 

( i + iJtang.«)» 

in —A' 



fo 



. r* 2 da r> d x 

■J (i-hi^*Xi+i*taag.«>-« "* y (T+r»)~(i4^taDg.*) •-» * 

Quo faélo integrale adducitur ad formula m / - , . 

^- ° ^^ ii-^taag.M 

jam ootam • 

JÌcfnotatio aà §• 2tf(^ 
Integrano formularum 



eo^c x*^dx fiifc bx; e«* x^'dx coC bx 



JisTy? 



* irtiiuws:— Y' ^ C0I.W+/ — r ^ rf;if col. *;r 

m 

/an ax. n-i . . , 

n ax thi ran ax »-i , - , 

+ — tf « fio.** — y -T-j * * 4» fin»*;^ 

Qa». 



s» 



Quare erit 



6 



Je**x'dxfÌB, I « ss -i- TjrXl '" ** coC ** 



+ ■ ., !•.***«* fin. ^« 

* 4* + ^* 

+ X V ^, g * fin.** 

Ex ^ua aequatione ap'parec quod fi fueric n numerus 
pofitivQS ioteger ; hac methodo procedeado devenietur tao- 

dem ad formulam fummatoriam Èife dìctin.bx =: 

^ ^^*(afio.ij — cof.4») , A /T^ , . e ^^ \ 
A ^ " ^ + — 7- (Eul. hoc §. i66.) 



ax n 



Eadem methodo formula e n da cof. b k dcdocitur ad 



ax 



ÌDtegrationem formulae Efe dx cof. bx :^ 
B -— + C (§t270.) 

aa-f l 

Ad has aucem duas formulas 

c^^x*'dxCiu.bx;e^^'x^dxC0Ùbx 

facile revocantur edam formulae 

fe^x^'dxiSxtì.fx)'^ ;fe'''x'dx(co(.fx)'^ 
quando' m eft oumerus ioteger pofitivus; cum tam (fio./»)'', 
quam (cof^fx)"^ exprimi poflfic per feriem finitam termino- 
rum , qui funt formae B fio. bx ^ aut B coC bx . 

Evo* 
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Evòlutìo ffrmulàrknr - .. 



€«xdx r e««dx 



L 






Il *• 



• ^ 



(:Qa.x)<> * «^ -(coCxJi 



^^Icet evolotiò y ^aam hic.. tuaditofì famas non abfoiyatur 
nifi per fèries ; tamea quia non llàtim occurrìt » omiueiu 
dam non ^duKimua . . • • 

Ac in primis quontam e(t ( A ) • » « » 

*f*«/jtf tf?*(«fiQ.* + (» — 2)cof.jr) 



/ 






(^-2)(7-T)' *^ (fio.*)"- , 
perpetuo deprintetur potentia ipfiiu fio. x; atque fi » fueric 

TTn — T»^ * ^ 

vero fiiefit loipar) remaneSit formula y — 7: " • Pro 

his a^tem. dii^s ■formuils itihll juvat acquano ( A>^ m 
qua tam fi fiat n =c a , quam fi fiat » = i ;■ refulrat valor 
infinitus in fiscuodo membro aequatioois • Huj^finodi, tamea 
valor y qui apparec fiib infioiti ipecie excitat rùf|>icioqe^ . air 
fone per integrati oues ipgaritliqùcas ' nege(iiiiiii ablolvl de\ 
beat. Ac pevera, ctt ' '• 

J 7^7'Tr '**•"'*■ cotaog»*+/a* i Af cotang. «^ 

sSK-r???^* *"cotaag^ é" - «^ ^;l<»g. fio. x 

'i- -^ — /« » tf a^V» log. fili. J^ 

Xft aotem ^.fitf.^S7 :*" - ' • .. 

— /i— coli*»— -^còH^x— — cofToM — — cof.8« — ^ 

* J 4 

G 2. Q^a«e 
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Qoare cnm ut J€^tbiem»\ii:sc tt-- 



«a + AA 



erit 



/ 



• • 



i.^ asC— *"*cotang.«+a***/.fiq.« 
(un.«;* 

«coCa Ar+ a fin. aj# 

+ «r**/a+4*tf«^ '«t+"à"^ 

I 

£ft etiam 
^j_«r /.«ang.-^_/.,-«rf,,.t,ng.-, 

Eft Msear /..tang. — .j»^? 



a ■' 



t < 



/ 



2 a 2 

3 - S 1^ 

Erit ergo 

V -ia.it -y»» #r-tvng* •*>?. «p - •* 

fin.* 2 , ' • : ■ 



*• 



• • • / 



i./« .. 



+ aar«* «coC* + fin.« 
^ , ^tff»*f a coC 5 if + 2 fin*? jtt. 



• * i 



- .# i •^*. 






• »■<_ »' . T flb«ak ..-V' i t ' - • *■ J ii.<»»«4«#^ 



» ' 



Sccunda 



13 



I 



d99 



SCcoocIà formuli / ^ >; facile re^cttvr «d prtinsm 
ù£to ;v=:po^-— ^, onde cof. «asfin./. 



AShotatìo alttra ai SeóUoaem III, Val* /, 



s 



I perpeodiculom demiflbni ab iiilrio abfciflarum x ià 

taogeDtem carvae vocetur P ; ndius v«ftor wiXCf'+J^.'J 
vocetur u ; cofmus angoli radii vefloris , atquè axis abfcif- 

£imiii 5 tsxx cofious anonaliae =» ^^. ■ , ,x vocetur % ; 

adeo ut cju$ (mas fit /(i-^a^)aB ■ - ;i{!t vero 

V fuoétio radii ve£loris Uy 8c Z alia fuoélio - ipfios « ; 

n V 2L 
quotieicumque fuerit P =: . 4^v T7T\ '^^^^^ potcrìt 

aequatio curvae per fuDéHones ordiflfararain xScy^^ quetn- 
admoduih doctrimus lo foperiore Adaob ad' haoc eaodem 
Seétìonem epe fiibftitutioms CeL Paoli • 



t. 



Cura vero io eandem fobAitutiODem diligwtiiis inqui- 
reretn ^ lupote quae problemata trajefloriari^ni qon {tatuai 
^u^Vàre pofle videretur ; animadverti prò pLoribus. ali» rela« 
tìooibus propofitìs inter perpcodicatum P , radium ve£lo« 
ramv^ fiiram^ aut cc^Dum aogult acorn^rtiae. haberr .tràje*' 
£lorias coipbioaDdo novam rKbftlcutioAe^m Paoli cum metho« 
dt$ jam cogirìtìs iotegraedi aeqaatio&es diSeféotrales primi 
ordinisi atqoe adeo plures in poiU.nim iiab^ri pc^<p ^ quo; 
inetbodiis ime^raodi eòldem aequatiooes primi Qrdinis uite- 
lius promovel^itur • 

Revera cum fit perpcndiculum P=s ^^jfry^ì 

pcf fibfiitttioiKS M^Gs.uz\ f'stfkVX t^^z^) iiabìcum' fae-^ 

rit 



5< 

ri. Z1!CÌ1 =:F.fiveÌ^--.?^(il5!) 

tic fafto P = « O habeaiur 3-77. t\ = ^. ^.v ; 

fi fiac ^(^_q 7j =: V Z R. , ubi Y eft funaio folios k , 
le Z funàio iolius k; R vero eft fundlia utriulque », 
& »; fiat quoque/ ———^^.J -^T = ' ' 

liabebitur j^ sili. Quare fi: R eric talk &n£tio ip&roià 

fjky^ f ^ ut aequatia ^^ ss^ R- poQt integiàri ; habebkur 

trajedori^ • ; . / . . 

Primus velati cafu^ eft quando R=:l* tunc hahetnus 

d% . . àùV 
df^szdff fi ve „ ,/ — ^— rT'= * Qucm cafam obferva- 

vimtu In priori adfiotatione ad baac Seéliooeni;»' Alii cafuc 
habentur ex methodis. cocnoMoibós iategraadi acqnatioDena 
primi ordinis ^/.a = R i/ y • 

Ut ergo exhibeaiTvus problema maxime generate ^'quod 
folvi po(fi^ per fuperiores fubftriutiones ;^ fit fihtìi angui? ^ 
quem curva facii: crnn- radio veSore =7 S; erit 
P V ZR 

s=~ = Q; ==^ vTTT vTz«"r7) ' ** p^**^ **°^°* 

hujus at)gan/.=: VZR. Òuonefcumque ergp, io. bis aequaM 
tk>ttibus erlt-R tali» fon.6Kà ipfarmn /wr— / „. . • -^ 

8c tssj ~^-^ytxc integsacì poflìt acquatto d/*:=:'^d't ha^ 

6ebitur tcajedonaA " 

. Motandiis eft hoq iofq, aoclus hibendi irajòdenani atm 
• 1 PssVi 
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pss V; ubi V eft fungilo auaecumque ipfius u. Si enim ut 
aogultts y quem radius ve^or u:=^{x^+y*) facic cum 

dz ^du 

abfcifla x vocetur a: erit rr; t\ = ""TTr^^N^^V 

= — 77 ■' ' \r.\ ^ Si radius ofculacor curvae vocetur r: erit 

*— ^:zdP 9 quod per facilem cdaflru£lioDem geometricara 

demonftratur (Vide Nova A£la Petrop. ad àiu lyBó. Tom» 
IV. pag« lotf. )• Quare fi r fit funflio quaecumque radìi 
ve£lorìs , feu quod idem ed diflantiae pun£li curvae a punólo 
quocumque fixo ; feu r = U ; habebitur primo aequatio ia« 
ter perpendiculum P > & radium ve£lorem , nempe P =: 

y* -7j" ==5 V , deiude alia inter aogulum <p > & ^ > nempe 

0^=^f — TTz — T77: « Ut invetìit Celeb. Nicolaus Fuss in 
»/(«' — V*} ^ 

eleganti Comment. fopraciN ubi fi fu U=:i7^^, faélo 






(2 — m) reperic 



^ cof.(»»— 1)9=4 Kcoi;(i—m)(p 



Qtiare fi fit wes-r*!;»:» — ; erit V := » J integrale 

peculiare, uhi nulla additur conflaos^.ffio curva Ci. Paoli, 
in j^ P sa tr > , in oua' proinde radius curvaturae eft in 
ratione inverfk diftantiae punéti curvae a pun£h> fixo illumi- 
nante fecundum eas conditiones> quas in probiemate Optico 

aifumere libuit : Tea fa£h hac difiantìa = D eft r = -:=; . 

3 *^ 

S ubili. 



5« 
SubratDtis valorlbus msx — i ;»:s — ; acquatto 

»ss4^^ cof.(i— m)^' 
evadic « = ^^ co£ 2 (]> , (èu » * =: co£ 2 1|> ^ ad quan 

fimpiicifliniam corvae qua«fitae aeqoaùoiitoi dev«aerai edam 
CJL Paoli Opale. 4. pag. 173. 

^ Regala aliata ps^. 71* fuperiortim Adaotationum iir- 
telligeDda eft iatra limites regularum de folationtbus par- 
tialibus aequatbauin , aeque prò generalìter vera tuneri 
poteft • 



F I N I S ^ 



Emt» Corrige 

• » 






/ 



